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Presentation 


Los materiales de este libro han sido desarrollados para el curso 
introductorio de algebra lineal, dirigido a estudiantes de ingenierfa 
y otras carreras de la Universidad de Costa Rica. En ellos se 
resume la experiencia de impartir el curso durante seis anos. 

Nuestro proposito ha sido dotar a los estudiantes de un folleto 
con los temas basicos de la teoria del algebra lineal que, resalte los 
aspectos geometricos del tema, no oculte algunas clemostraciones 
fundamentales que permiten reconocer las vinculaciones entre dis- 
tintos conceptos y muestre algunas de sus aplicaciones. El libro 
incluye ademas listas abundantes de ejercicios que privilegian la 
aplicacion de conceptos sobre los aspectos puramente algoritmicos. 

Esta nueva edicion presenta algunos cambios respecto a la an¬ 
terior. Todos los capitulos fueron revisados, se mejoraron los 
graficos y en algunos se agregaron nuevos ejercicios. El capitulo de 
regresion lineal se reformulo completamente, haciendo una mejor 
exposition del tema. Por otra parte, el libro incluye ahora, una 
nueva presentation en formato PDF con hypertexto, que permite 
ser distribuido por medios electronicos y que constituye un nuevo 
recurso para que los profesores hagan sus exposiciones con ayuda 
de ... o equipos similares. 

Agradecemos a los colegas de la catedra de algebra lineal sus 
observaciones sobre errores en la edicion anterior y las sugerencias 
para mejorar el material. 
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Capitulo 1 

Sistemas de ecuaciones 
lineales 


Comenzamos el estudio de los temas del algebra lineal con el 
metodo de reduction gaussiana para resolver sistemas de ecua¬ 
ciones lineales. Su introduction se hara de manera operativa y 
senalando los principales resultados que caracterizan la solution 
de un sistema. No nos ocuparemos de las demostraciones, pero si 
enfatizamos en la lectura de la information que provee la forma 
escalonada de la matriz aumentada del sistema. Se espera que la 
experiencia adquirida al conocer dicho metodo se convierta en una 
base concreta que permita abordar de mejor manera el estudio de 
las matrices, sus operaciones y otros conceptos mas complejos co- 
mo la invertibilidad de matrices y la independencia lineal. En la 
ultima section se incluyen algunos ejemplos de redes elementales 
con el fin de ilustrar una forma de modelacion mediante sistemas 
de ecuaciones lineales. 


1.1 Sistemas con dos incognitas 


Los sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas tienen la 
particularidad de que los puntos ( 211 , 2 : 2 ) que satisfacen cada e- 
cuacion pueden ser visualizados como los puntos de una recta, 


1 
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es decir, cada ecuacion del sistema es la ecuacion de una recta. 
Por eso, el sistema y su solucion tienen una interpretation grafica 
como se ilustra en el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 1.1 Sea el siguiente sistema de 3 ecuaciones lineales en 
dos incognitas: 


X\ + x 2 = 3 

— 2xi + X 2 = 0 

— X\ + X2 = 1 


Para resolver este sistema por el metodo grafico se dibujan en 
un mismo sistema de coordenadas, las tres rectas asociadas con 
las tres ecuaciones, como se ve en la siguiente figura. 


—2a; i + X 2 = 0 



Un punto (a, b) es un punto solucion del sistema solo si satisface 
cada ecuacion, o lo que es lo mismo, solo si es un punto de cada 
una de las rectas (cada recta pasa por (a, b)). En nuestro ejemplo 
este punto es (1,2). 

Cuando se tiene un sistema de m ecuaciones lineales distintas, 
con dos incognitas, se tendrian las siguientes posibilidades: 


1. Hay dos ecuaciones correspondientes a rectas paralelas co¬ 
mo se ilustra en la siguiente figura. En este caso no puede 
haber un mismo punto que pertenezca a todas las rectas y 
decimos que el conjunto solucion del sistema es: S = 0. El 
grafico siguiente ilustra esta situation, para el caso de tres 


ecuaciones. 
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2. No hay rectas paralelas pero tampoco hay un punto en que 
concurran todas las rectas, como lo muestra el grafico. En 
este caso la solucion del sistema tambien es el coniunto vaclo: 
<5 = 0 . 



3. Todas las rectas concurren en exactamente un punto. En 
este caso la solucion es el punto de concurrencia, S = {(a, b)} , 
como en el grafico siguiente, para el caso de 4 ecuaciones. 



4. Todas las ecuaciones corresponden a la misma recta, en cuyo 
caso todos los puntos de la recta son solucion del sistema. 
Esto se ilustra con el siguiente sistema: 
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4x-i — 2x2 
— 2x\ T X 2 
X\ - X21 2 


— 2xi + X 2 = 0 



El conjunto solucion es: S = {(x\,X 2 )\x 2 = 2aq}. 

Para sistemas de ecuaciones lineales con tres incognitas, cada 
ecuacion en el sistema es la ecuacion de un piano. De modo que 
tambien en este caso podemos dar un significado geometrico a la 
solucion. Sin embargo, a falta de un mejor conocimiento sobre 
las ecuaciones de pianos en 1R 3 , posponemos su discusion hasta el 
capitulo [6] 

Un sistema de ecuaciones lineales se interpreta tambien como 
una formulacion matematica de un conjunto de restricciones, una 
por cada ecuacion. Esto se comprende mejor si las variables tienen 
un significado fisico como se ilustra en el ejemplo siguiente. 

Ejemplo 1.2 En un acuarium hay dos especies de peces Ay B 
que se alimentan con dos clases de alimentos. En la tabla siguien¬ 
te se indican el consumo promedio diario de alimento de ambas 
especies y la cantidad de alimento disponible por clase (columna 
cuatro), en gramos. 



Especies 


Alimentos 

A 

B 

Total 

clase 1 

2 

1 

25 

clase 2 

4 

3 

55 


El problema a resolver consiste en calcular la cantidad maxima 
de peces de cada especie que pueden vivir en el acuarium. 

Sean xa y %b las cantidades maximas de peces de las especies 
Ay B respectivamente, que pueden coexistir en el acuarium. El 
problema es entonces calcular xa y Xb ■ Las restricciones del pro¬ 
blema son : 
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2x A + Xb = cantidad de alimento de la clase 1, consumida diaria- 
mente por la totalidad de los peces. Es decir : 2 x A + Xb = 25. 

4 xa + 3xb = cantidad de alimento de la clase 2, consumida dia- 
riamente por la totalidad de los peces. Es decir : 4xa + 3x n = 55. 

La solucion al problema planteado se encuentra resolviendo el 
siguiente sistema de ecuaciones lineales 2x2: 


f 2 xa + xb =25 
( 4 xa + 3 xb = 55 


De la primera ecuacion se obtiene Xb = 25 — 2x A • Esta expre- 
sion se sustituye en la segunda ecuacion: 4 xa + 3(25 — 2 xa) = 55 
y clespejando xa, se tiene: xa — 10. Luego 

x B = 25 - 2x a = 25 - 2(10) = 5. 


Por lo tanto pueden coexistir diariamente 10 peces de la especie 
A y 5 de la especie B. 


1.2 Sistemas n x m 


Se dice que un conjunto de ecuaciones, cada una de las cuales 
restringe los valores que pueden asumir m variables o incognitas 
Xi,... ,x m , representan un sistema de ecuaciones, cuando nos 
interesamos por los n-etuplos (x%, x?,..., x m ) que satisfacen si- 
multaneamente todas las ecuaciones. Una ecuacion en las varia¬ 
bles xi ,..., x m , es lineal si es de la forma: 


aixi + a 2 x 2 + ■ ■ ■ + a m x m = b 

donde ai, a 2 , ■ ■ ■ ,a m y b son numeros reales dados. En general, 
escribimos un sistema de ecuaciones lineales como: 
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Definicion 1.1 (Sistema de ecuaciones lineales n x to ) 


Un sistema de n ecuaciones lineales y m incognitas xi,..., x m , 


se escribe en la forma: 




1 

f auXi + 

ai2%2 

+ 

+ ^lm^m 

bi 


| 021^1 + 

0-22X2 

+ 

m'^m 

b 2 

1 

[_ a n ix± 

O n 2X2 

+ 

“1“ ^nrri'^m — 

bn 

donde los numeros 

Oij y bi 

son 

conocidos. El simbolo 

dij denota 


el coeficiente en la ecuacion i asociado a la variable j. 


En adelante usaremos la expresion “sistema n x m” para refe- 
rirnos a un sistema de n ecuaciones lineales con m incognitas. 


Ejemplo 1.3 El siguiente es 

un sistema 3x4, en 

las incognitas 

Xi, X 2 , x 3 y x 4 : 

( 

2x 2 Y 

-4x 3 

+ X4 

= 10 

\ — 2xi + 

5*2 + 

-12X3 

+ — 6 X 4 

= 10 

[ X! + 

— lx 2 + 

3X3 

+ 3x 4 

= 1 


Definicion 1.2 (Solucion de un sistema n x to) 

Dado un sistema de n ecuaciones lineales con to incognitas, se 
dice que el m-etuplo ( x\,x 2 , ■ ■ ■ ,x m ) es una solucion del sistema, 
si satisface cada una de las n ecuaciones. Y al conjunto S de 
todas las soluciones del sistema, se le llama conjunto solucion del 
sistema. 


Ejemplo 1.4 Verifique que (- 
tema en el ejemplo |1. 3 1 

Claramente se tiene que: 

2(4) + 

-2(—1) + 5(4) + 

(-1) + -1(4) + 


,4,0,2) 

es 

una solucion 

del sis- 

-4(0) 

+ 

(2) = 

10 

-12(0) 

+ 

-6(2) = 

10 

3(0) 

+ 

3(2) = 

1 


iS = {(—1,4, 0,2)} sera el conjunto solucion del sistema? Si 
es asi, la solucion anterior seria la unica solucion. Sin embargo, 
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todavi'a no hemos planteado los resultados necesarios para poder 
responder. 


1.2.1 Sustitucion hacia atras 

Algunos sistemas de ecuaciones lineales tienen una forma especial 
que permite resolverlos facilmente. El metodo para hacerlo es 
conocido como “sustitucion hacia atras” y se introduce con el 
siguiente ejemplo: 


+ — 1#2 "1“ 

X 3 

+ 

3 X 4 = 

-1 

X2 + 

— 2x 3 

+ 

2X4 = 

4 


x 3 

+ 

— IX4 = 

2 




X4 = 

2 


Dada la forma de este sistema, de la ultima ecuacion se obtiene el 
valor para la variable x 4 : 


X4 = 2 

Este valor se sustituye en las restantes ecuaciones, lo que permite, 
a partir de la ecuacion 3, determinar el valor de la variable x 3 : 

x 3 - 1(2) = 2 => x 3 = 4 

De nuevo el valor de la variable x 3 se sustituye en las restantes 
ecuaciones y se obtiene de la ecuacion 2 que: 

£2 - 2(4) + 2(2) = 4 => x 2 = 8 

Finalmente, conociendo los valores de X4, x 3 y X2, de la ecuacion 
1 se tiene que: 

X! - 1(8) + 4 + 3(2) = -1 =£- xi = —3 

Asi (xi, X2, x 3 , X4) = (—3,8,4, 2) es una solution del sistema. 

A1 reconocer la forma de aquellos sistemas que se resuelven 
facilmente, para resolver un sistema cualquiera, el metodo de re¬ 
duction gaussiana se ocupa de transformarlo en uno de este tipo. 
Sin embargo, claramente, esta transformacion debe hacerse de for¬ 
ma que no se cambie el conjunto solution. 
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1.2.2 Operaciones elementales 

Tres tipos de operaciones sobre las ecuaciones de un sistema, 11a- 
madas operaciones elementales, permiten transformar un sis¬ 
tema a otros, sin modificar el conjunto solucion: 

a) Multiplicar una ecuacion por un numero real distinto de 
cero, esto es, multiplicar a ambos lados de la igualdad por 
un mismo numero. 

b) Multiplicar una ecuacion por un numero real y sumarla a 
otra ecuacion. 

c) Intercambiar de posicion dos ecuaciones cualesquiera. 

Parece bastante claro que aplicando operaciones del tipo a) y 
c), a un sistema dado, se obtengan otros sistemas con el mismo 
conjunto solucion. Lo mismo ocurre si se aplican operaciones del 
tipo b), aunque en este caso la justification tal vez no sea tan e- 
vidente. En todo caso, clemostrar que las operaciones elementales 
no cambian el conjunto solucion de un sistema es un ejercicio im- 
portante, que se pospone hasta disponer del producto de matrices. 


1.2.3 Sistemas equivalentes y reduccion gaus- 
siana 

Definicion 1.3 (Sistemas equivalentes) 

Dos sistemas de ecuaciones lineales con m incognitas son equiva¬ 
lentes si tienen el mismo conjunto solucion. 


De esta definicion se tiene que si un sistema de ecuaciones 
lineales es el resultado de aplicarle operaciones elementales a otro, 
ambos sistemas son equivalentes. 

El metodo de reduccion gaussiana permite resolver sistemas de 
ecuaciones lineales, explotando la idea de equivalencia. Es decir, 
transformando el sistema mediante operaciones elementales, hasta 
obtener uno cuya forma permite resolverlo mediante “sustitucion 
hacia atras”. El siguiente ejemplo, ilustra la idea. 



1.2 Sistemas n x m 
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Ejemplo 1.5 Aplicando la siguiente secuencia de operaciones e- 
lementales al sistema del ejemplo |1.3| se obtienen los siguientes 
sistemas equivalentes: 


Intercambiando de position las ecuaciones 1 y 3 se obtiene: 


( 



-lx 2 

+ 

3x 3 

+ 

3 X 4 = 

1 

5x 2 

+ 

—12x 3 

+ 

—6x4 = 

10 

2x 2 

+ 

-4x 3 

+ 

X4 = 

10 


Multiplicando la primera ecuacion por 2 y sumandola a la se- 
gunda: 

{ X\ + -1 X2 + 3x 3 + 3^4 = 1 

3x 2 + — 6 x 3 = 12 

2x2 + — 4 x 3 + X4 = 10 


Multiplicando por | la segunda ecuacion tenemos: 

! Xi + —lx 2 + 3x 3 + 3 x 4 = 1 

X 2 + —2x3 = 4 

2 x 2 + —4x 3 + X 4 = 10 


Multiplicando la segunda ecuacion por (-2) y sumandola a la 
tercera, nos da: 

! Xi + — lx 2 + 3x 3 + 3x4 = 1 

x 2 + — 2x 3 = 4 

X4 = 2 


Este ultimo sistema es equivalente al inicial —tiene el mis- 
mo conjunto solution— y su solution se puede obtener mediante 
sustitucion hacia atras, en la siguiente forma: 

• de la ultima ecuacion se tiene que X 4 = 2 

• de la segunda ecuacion: x-i — 2x 3 = 4 => X 2 = 4 + 2 x 3 . 
Observe que en este caso no se conoce el valor de x 3 , por lo 
tanto el valor de x 2 se hace depender del de x 3 . 

• Y de la primera ecuacion: 

Xi — (4 + 2 x 3 ) + 3 x 3 + 3(2) = 1 => xi + X 3 + 2 = 1 

=> xi = -1 - x 3 . 
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En resumen 


-1 - x 3 
4 + 2^3 
2 


Se observa que tanto el valor de X\ como el de X 2 dependen de 
x 3 , esto es, se puede dar un valor arbitrario a x 3 , lo cual se indica 
asignadole cualquier numero t, x 3 = t. Asi, X\ = —1 —t, X 2 = 4+2t 
y en todos los casos X 4 = 2. Luego se dice que la solucion del 
sistema depende de un parametro t y es clada por: 


S = {(xi,X2, x 3 , X4) = (—1 — t, 4 + 2 1, t, 2 )|t £ JR} 


1.3 Solucion de sistemas representados 
como matrices 


La aplicacion del metodo de reduccion gaussiana para resolver un 
sistema, resulta mas sencillo con el empleo de matrices. 


1.3.1 Matriz del sistema y matriz aumentada 

En un sistema n x in : 

{ ClllXi + CL12X2 + • • • + Ol mX m = h 

d2\X\ + 022^2 + ' ' ' + a 2 mXm = b 2 

dniXi a n2 x 2 ■ ■ ■ 4“ o nm x m = b n 

se puede distinguir el siguiente arreglo rectangular de numeros a.y 
que se conocera como matriz del sistema y se denotara como 
A = ( aij ): 


( 0*11 

012 • 

d'lm \ 

&21 

022 ’ 

’ ®2m 

V 

On2 

^nm / 


Una matriz A como esta, se dice que es una matriz n x m, es 
decir, con n bias y m columnas. 



1.3 Solution de sistemas representados como matrices 


11 


Si a la matriz del sistema se agregan los valores bi como una 
ultima columna, el nuevo arreglo se denomina matriz aumenta- 
da del sistema, el cual se suele denotar como (A|6): 


(A\b) = 


—2x 3 
X\ 


( an 

a 12 


®lm 

bi \ 


«21 

«22 


®2m 

^2 


\ a„i 

a n 2 


® nm 

bn J 


jemplo[b3| 

el sistema 3x4 dado 

2x 2 “t” 


-4x 3 

+ 

X4 

= 

5x 2 + 

- 

12x 3 

+ 

-6X4 

= 

1 X2 + 


3x 3 

+ 

3X4 

= 


10 

10 

1 


tiene como matrices del sistema y aumentada: 


Matriz del sistema 


Matriz aumentada 


/ 0 2-4 1 \ 

-2 5 -12 -6 

\ 1—1 3 3/ 


/ 0 

2 

-4 

1 

10 \ 

^2 

5 

-12 

-6 

10 

V 1 

-1 

3 

3 

1 / 


1.3.2 Operaciones elementales sobre las filas de 
una matriz 

Cuando los sistemas se representan como matrices aumentadas, 
las operaciones elementales sobre ecuaciones se denotan en la si- 
guiente forma: 

Notacion: 


afi Multiplicar (ecuacion) fila i por la constante no nula a. 

afi + fj Multiplicar la (ecuacion) fila i por un numero real a 
y sumarla a la (ecuacion) fila j. 

fi, fj Intercambiar las (ecuaciones) filas i y j. 


Cuando estas operaciones se escriben sobre una flecha, por 

afi + h 


ejemplo 


, se indica que la matriz (sistema) a la derecha 
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es equivalente al anterior, por la aplicacion de la operation elemen¬ 
tal indicada. 


Ejemplo 1.7 El procedimiento de reduction gaussiana aplicado 
en el ejemplo (1.51 se resume en la siguiente forma: 


0 2-41 

-2 5 -12 -6 


10 

10 


/r,/3 


1-1 3 3 

-2 5 -12 -6 


1-1 3 3 

1 j 

\ 0 2 -4 


/ 1 -1 3 3 

1 \ , 

2/i + h 

0 3-6 0 

12 | 3^ 2 


V 0 2-41 

10 J 


-1 3 3 

1-2 0 
2-4 1 


- 2/ 2 + f 3 


-1 3 3 

1-2 0 
0 0 1 


La ultima matriz tiene la forma especial que se busca al aplicar 
el metodo de reduction gaussiana, es decir, representa un sistema 
con la forma requerida para resolverlo por sustitucion hacia atras, 
como fue hecho en el ejemplo [T3| 

En general, para aplicar el metodo de reduction gaussiana es 
necesario tener claro, cual es esa forma general de la matriz au- 
mentada que se busca y que permite terminal' de resolverlo medi- 
ante sustitucion hacia atras. 


1.3.3 Matriz escalonada 

Para precisar las ideas sobre la forma especial de los sistemas 
que pueden resolverse por el metodo de sustitucion hacia atras, 
se utiliza el concepto de matriz escalonada. Asi se dira que un 
sistema con esta forma especial tiene como matriz aumentada una 
matriz en la forma escalonada. 
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Definicion 1.4 (Matriz escalonada) 

Sea A una matriz nx to. A es escalonada si es nula o si satisface 
las tres condiciones siguientes: 

i. El primer elemento no nulo de cada fila, si existe, es un 1. 

ii. El primer 1 de la segunda fila y sucesivas esta a la derecha 
del primer 1 de la fila anterior. 

Hi. Si tiene filas nulas —compuestas solo de ceros — estas apare- 
cen en la parte inferior de la matriz, abajo de las filas no 
nulas. 


Ejemplo 1.8 Las matrices ( A\b ) y ( B\c ) siguientes, tienen la for¬ 
ma escalonada: 


Matriz (A|6) Matriz ( B\c ) 


/1 

-13 5 

5 \ 


/ 1 -1 0 3 

1 \ 

0 

0 

V 0 

10 1 

0 10 

0 0 0 

1 

ij 


0 1-2 0 

0 0 11 

0 0 0 1 

^ 0 0 0 0 

4 

-2 

4 

0 / 


La matrices escalonadas, ademas de caracterizar los sistemas 
que pueden ser resueltos por sustitucion hacia atras, permiten 
reconocer facilmente los sistemas que tienen solucion de los que no 
la tienen. Por ejemplo, si consideramos los sistemas de ecuaciones 
que representan las matrices aumentadas (A|6) y {B |c) anteriores, 
observamos: 

Sistema con matriz aumentada (A\b). El sistema correspon- 
diente a esta matriz no tiene solucion, porque hay una ecua¬ 
cion inconsistente: 

Observe que la ultima ecuacion es: 

Oxi + 0^2 + 0x3 + 0x4 = 1 

y claramente, no existen valores Xi, X2, X3 y X4 que 
multiplicados por cero y sumados puedan dar 1. 

Una ecuacion de este tipo la llamaremos inconsistente y bas- 
ta con que un sistema tenga una ecuacion inconsistente, para 
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que no tenga solucion. Claramente no puede existir una 
solucion que satisfaga to das las ecuaciones. 

Sistema con matriz aumentada ( Ij\c). Este sistema tiene solu¬ 
cion puesto que no tiene ecuaciones inconsistentes y se de- 
termina por “sustitucion hacia atras”: 

• de la ultima fila (ecuacion) no nula se tiene que X4 = 4 . 

• de la tercera ecuacion: X 3 + 4 = — 2 => X 3 = —6. 

• de la segunda ecuacion: X 2 — 2(—6 ) = 4 X 2 = —8. 

• Finalmente, de la primera ecuacion se obtiene que: 

X! - l(-8) +3(4) = 1 => x\ = —19. 

En conclusion, el sistema tiene una unica solucion: 

(x±,X2, X3, X4) = (- 19 ,- 8 ,- 6 , 4 ). 

La ultima ecuacion de este sistema, la que corresponde a la 
fila de ceros, es una ecuacion superflua: 

Oxi + 0 X 2 + 0^3 + OX 4 = 0 

Observe que cualesquiera valores X\,X 2 ,X 3 , y X 4 la satis- 
facen, de manera que no constituye ninguna restriccion. Si 
se omite se obtiene un sistema con el mismo conjunto solu¬ 
cion. 


Un sistema de ecuaciones puede contener ecuaciones super- 
fluas o redundantes, en el sentido de que las restricciones que 
establecen ya estan contempladas en las otras ecuaciones. De esta 
manera no aportan information adicional para resolver el sistema. 
Caracterizar dichas situaciones es uno de los objetivos mas impor- 
tantes al estudiar los sistemas de ecuaciones lineales, para esto, 
en el capitulo siguiente se utilizara la idea de dependencia e in- 
dependencia lineal de las filas de la matriz aumentada. En esta 
etapa nos conformamos con observar, en cada ejemplo y ejercicio 
que se resuelva, que las ecuaciones redundantes se convierten en 
filas nulas, cuando se obtiene la forma escalonada de la matriz 
aumentada del sistema. 
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1.3.4 Reduccion gaussiana y matriz escalonada 

A1 hacer operaciones elementales para resolver un cierto sistema, 
por reduccion gaussiana, se busca darle la forma escalonada a la 
matriz aumentada. En el siguiente ejemplo se verifica que para 
lograr este proposito no hay una secuencia unica de operaciones e- 
lementales a realizar. Y aiin mas, el resultado final de la secuencia 
de operaciones elementales (la forma escalonada), no siempre sera 
la misma. Es decir, una matriz aumentada puede tener varias for¬ 
mas escalonadas (equivalentes), que representan el mismo sistema 
de ecuaciones. 

Ejemplo 1.9 Resolver el siguiente sistema 4 x 4, mediante reduc¬ 
cion gaussiana: 


2 xi + 

—6x 2 

+ 

12x 3 

+ 

16x4 = 

70 

X\ + 

-2x 2 

+ 

6x 3 

+ 

6x4 = 

26 

—lxi + 

3x 2 

+ 

—3x 3 

+ 

-7x 4 = 

-30 


4x2 

+ 

3x 3 

+ 

—6x4 = 

-26 


Solucion: la siguiente secuencia de operaciones elementales trans- 
forman la matriz aumentada en una forma escalonada: 


/ 2 -6 12 16 

70 \ 


/ 1 -3 6 8 

35 \ 

1-266 

26 

\h 

1-266 

26 

-1 3 -3 -7 

-30 

- » 

-1 3 -3 -7 

-30 

V 0 4 3 -6 

-26 j 


^ 0 4 3 —6 

-26 / 


-/i + h 
h + /3 


/ 1 

-3 

6 

8 

35 \ 

0 

1 

0 

-2 

-9 

0 

0 

3 

1 

5 

V ° 

4 

3 

-6 

-26 / 


-4/2 + h 
-> 


/ 1 -3 6 8 

0 10-2 

35 \ 
-9 

~h + /4 

/1 -3 6 8 

0 10-2 

35 \ 
-9 

0 0 3 1 

5 

( 1 / 3 ) h 

0 0 11/3 

5/3 

\ 0 0 3 2 

10 ) 


^ 0 0 0 1 

5 / 
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Pero tambien, si se inicia con la operacion elemental 


/11/2 
- > 


para obtener el primer 1, en la posicion (1,1) y se c 
operations ~ 2/l + h , fl + f \ , h ; 


^/2 


- 4 / 2 , h 1 / 6/3 

-► ’- 

forma escalonada: 


9 / 3 , h 

-» 


, se obtiene finalmente otra 


/I 

-2 

6 

6 

26 \ 

0 

1 

3 

-1 

-4 

0 

0 

1 

1/3 

5/3 

\o 

0 

0 

1 

5 / 


Sin embargo, observe que las operations elementales 


-3/3 + h 
-> 


_ -P j -P 

y _ sobre esta ultima matriz la reducen a la anterior 

forma escalonada, es decir, ambas formas escalonadas representan 
sistemas 4x4 con la misma solution. 


Por otra parte, la solution del sistema se obtiene por sustitu- 
cion hacia atras: 


• de la ultima ecuacion: X 4 = 5 

• de la tercera ecuacion: x$ + 5/3 = 5/3 => x$ = 0. 

• de la segunda ecuacion: X 2 + 3(0) — 1(5) = —4 => X 2 = 1 

• finalmente: Xi — 2(—4) + 6(0) + 6(5) = 26 X\ = —2. 

Resumiendo, la unica solucion es (—2,1,0, 5). 


1.3.5 Reduccion de Gauss-Jordan 

Cuando se resuelve un sistema de ecuaciones por reduccion gaus- 
siana, el proceso que corresponde a la sustitucion hacia atras, 
tambien puede ser realizado haciendo mas operaciones elemen¬ 
tales, hasta obtener un sistema equivalente cuya solucion resulta 
evidente. 
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En este caso, la forma que debemos buscar en la matriz aumen- 
tada del sistema es la denominada forma escalonada reducida, 
definida a continuacion y el metodo de solucion de sistemas resul- 
tante se conoce como metodo de Gauss-Jordan. 

Definicion 1.5 (Matriz escalonada reducida) 

Una matriz A, n x m, es escalonada reducida si es escalonada y 
ademas todo elemento en una columna, arriba del primer uno de 
cualquier fila, es cero. 


Es decir, la forma escalonada reducida se obtiene de una forma 
escalonada, haciendo cero los elementos de la matriz arriba de los 
primeros unos de cada fila. 


Ejemplo 1.10 La matriz A siguiente tiene la forma escalonada 
reducida, sin embargo la matriz B no es escalonada reducida: 


Matriz A 

/ 1 0 1 0 5 \ 

0 110 1 

0 0 0 1 -3 

\ 0 0 0 0 0 / 


Matriz B 

/ 1 0 0 3 1 \ 

0 10 0 0 

0 0 110 
0 0 0 0 1 

\ 0 0 0 0 0 ) 


Ejemplo 1.11 Escriba todas las formas escalonadas y escalona- 
das reducidas, de una matriz 2x2. 


Solucion: Todas las formas escalonadas son: 


f 0 0 \ f 1 b 

^ 0 0 ) ’ v 0 1 


1 a \ f 0 1 

0 0 ) y ^ 0 0 


con a, 6 € IR 


Todas las formas escalonadas reducidas son: 


/0 0 \ f 1 0 \ f 0 1 
^o o y 5 v o iy’V° 0 


1 a 
0 0 


con a,b G IR 


Ejemplo 1.12 Resolver el sistema del ejemplo [l.9[ por el metodo 
de Gauss-Jordan. 
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Solucion: Hay que determinar la forma escalonada reducida de la 
matriz aumentada del sistema. Una secuencia de operaciones ele¬ 
ment ales para lograr este objetivo, es dada por las que se hicieron 
en el ejemplo |1.9| para obtener la forma escalonada, a las que se 
deben agregar las siguientes: 


/ 1 -3 6 8 

35 \ 


/l 0 6 2 

8 \ 

0 10-2 

-9 

3/2 + fi 

0 10-2 

-9 

0 0 11/3 

5/3 

-> 

0 0 11/3 

5/3 

\0 0 0 1 

5 ) 


^ 0 0 0 1 

5 / 


- 6/3 + fi 


/I 

0 

0 

0 

-2 

\ 

0 

1 

0 -2 

-9 


0 

0 

1 1/3 

5/3 


V° 

0 

0 

1 

5 

) 


(— 1 / 3)/ 4 + h 

2/4 + </*2 


(l 

0 

0 

0 

-2 \ 


0 

1 

0 

0 

1 


0 

0 

1 

0 

0 

luego < 

\0 

0 

0 

1 

5 ) 

1 


Xi 


X2 


%3 


X4 


Asf, la solucion linica del sistema es: 


-2 

1 

0 

5 


(xi,x 2 , x 3 , x 4 ) = (-2,1,0,5). 


1.4 Matrices equivalentes y rango 


Para caracterizar los sistemas de ecuaciones lineales que tienen 
solucion y aquellos que no la tienen se introducira la notion de 
rango de una matriz, lo cual requerira ampliar un poco la notation 
de sistemas. 


1.4.1 Escritura matricial de sistemas 


Llamaremos “vector fila” a cualquier n-tuplo 

(ai,a 2 , •• ■ ,On), 
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compuesto por n numeros reales. Y cuando este n-tuplo se escribe 

( a i\ 

a 1 

se dira que es un “vector columna”. 

\a n ) 


como una columna: 


Un vector fila y un vector columna, siempre que tengan el 
mismo numero de componentes, pueden ser multiplicados en la 
siguiente forma: 


(fll, d2 ) • • • j &n) 

Por ejemplo: 


( b A 

02 


\pnj 


— aibi + a2&2 + • • • + O n b n 


(2,-1,3,5) 


0 

V-V 


= 2(4) — 1(2) + 3(0) + 5(—1) = 1 


Con esta operation, una ecuacion como 2x± + 3x2 — 5x4 = 10 
puede ser escrita en la forma: 


(2,3,0,-5) 


M 

X2 
X3 

\X A ) 


= 10 . 


Asi, un sistema de ecuaciones n x m 

duXi + O12X2 + ' ' ' 
CL2lX\ + 0,22X2 + ' ' ' 


0\m,Xm ^1 

02 mXm = ^2 


o n iX\ + a n 2 X 2 + 

se puede expresar como: 


ti o nrn x m b n 


t 

an 

012 ‘ 

0\m ' 


(x\\ 


(h\ 


02\ 

022 ' 

* 0,2m 


X2 

~ 

b 2 

V 

Onl 

On2 

Onm j 


\X n J 


\pm / 
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lo que se simplifica escribiendo simplemente 

Ax = b, 

donde A = (a t j) es la matriz n x m de coeficientes del sistema, 



son el vector de constantes en las ecuaciones a la derecha del igual 
y el vector de incognitas del sistema, respectivamente. 

Esta forma de escritura Ax = b se conocera como escritura 
matricial del sistema. Y en ella cada ecuacion i del sistema 
se representa como: el producto del vector fila i de la matriz A 
multiplicado por el vector columna x igual a la componente i del 
vector b. 


Ejemplo 1.13 El siguiente sistema 4 x 3, en las incognitas X\, X 2 
y x 3 : 


( Xi 



- 2X 3 : 

= 


1 -2xi 

+ 

x 2 

+ 5X 3 = 

= 

- 

| -xi 

+ 

x 2 

+ 3a ; 3 : 

= 


[ 


x 2 

+ £3 : 

= 


se escribe en su 

forma 

matricial 

como: 




f 1 

0 

—2 \ 


f 

2 \ 


—2 

1 

5 

n\ 


-1 


-1 

1 

3 



1 


^ o 

1 

1 J 

\X 3 J 

K 

3 / 


Si Ax = b es un sistema de ecuaciones n x m, la matriz A es 
la matriz del sistema y (xl|6) su matriz aumentada. 


1.4.2 Equivalencia de matrices 

Ahora nos ocuparemos de las matrices de los sistemas de ecua¬ 
ciones lineales como objetos que existen independientemente de 
estos. Asi una matriz nxmes un arreglo rectangular de numeros 
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reales con n filas y m columnas. Y a estos objetos (matrices) les 
aplicaremos la notion de equiValencia, heredada de los sistemas. 

Definition 1.6 (Matrices equivalentes) 

Sean A, B matrices n x to, se dice que la matriz A es equivalente 
por filas a B (o simplemente equivalente), si B se obtiene de A 
por aplicacion de operaciones elementales de renglon. Se escribe 
A^ B. 


Aunque la idea de equivalencia en matrices es la misma que 
en sistemas, presenta una pequena diferencia. Dos sistemas de 
ecuaciones lineales en m variables pueden ser equivalentes, aun 
cuando tengan distinta cantidad de ecuaciones. Sin embargo, dos 
matrices aumentadas no son equivalentes si tienen un numero de 
filas (ecuaciones) distinto, aun cuando representen sistemas equi¬ 
valentes. Aunque es claro, en este caso, que agregando filas nulas 
a la que tenga menos filas, se pueden transformar en matrices 
equivalentes. 


Ejemplo 1.14 Consideremos la matriz aumentada del sistema 
en el ejemplo |1.13| que denominamos B y apliquemos operaciones 
elementales hasta obtener una matriz escalonada C: 



{ 1 ° 
—2 1 

—2 

5 

2 ^ 
-1 

2 /i + h 

/ 1 0 
0 1 

-2 

1 

2 \ 

3 

B = 

-1 1 

3 

1 

fl + /*3 

0 1 

1 

3 


l 0 1 

1 

3 ) 


^0 1 

1 

3 / 


—fi + fi 
—fi + fi 


(1 
0 
0 
V 0 


0 

1 

0 

0 


-2 

1 

0 

0 


2 \ 

3 

0 

0 / 


Asi se tiene que B es equivalente a C. Y tambien es cierto que B 
es equivalente a: 


( 1 

0 

-2 

2 \ 


( 1 

0 

—2 

2 \ 

0 

1 

1 

3 

, y tambien a 

0 

1 

1 

3 

0 

1 

1 

3 

0 

0 

0 

0 

V o 

1 

1 

3 ) 


l 0 

1 

1 

3 ) 
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Ahora se precisara el concepto de rango de una matriz, para 
lo cual se requiere del siguiente resultado fundamental. 


Teorema 1.7 Si A es una matrizmxn entonces existe una unica 
matriz B con la forma escalonada reducida que es equivalente a 


A. 


No proponemos una demostracion de este resultado, mas bien, 
observemos con el siguiente ejemplo, que para el caso de matrices 
escalonadas, el resultado es falso. 


Ejemplo 1.15 Sea A = 

Calcule dos matrices escalonadas, equivalentes a A. 

Solucion: 


( 2 -2 3 4 \ 
2 1 0 3 J 


2 -2 3 4 \ -/, + / 2 / 2 -2 3 4 \ 
2 1 0 3 j 1 ^ 0 3-3-1 J 


(; i J j)= b . 

Por otra parte tenemos, 

( 2 -2 3 4 \ f u f 2 (2 1 0 3 \ -/, + f 2 

\2 10 3; -► ^ 2 -2 3 4 j -1 


f 2 1 0 3 \ 2 ^ 1 / 1 ^ 0 

^ o -3 3 i ; 37 T 4 V 0 1 -1 

3^2 

Las matrices B\ y B 2 son escalonadas, A - 
B x A B 2 . 


-1H 

Bi, A -> B 2 y 
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1.4.3 Rango de una matriz 

Como cada matriz es equivalente a una linica matriz en la forma 
escalonada reducida, se puede definir el rango como: 

Definicion 1.8 (Rango de A) 

Sea A una matriz nxm, se llama rango de A y se denota Rng (A) 
al numero de filas no nulas de la matriz en la forma escalonada 
reducida equivalente a A. 


Asi para determinar el rango de una matriz A es necesario 
calcular su forma escalonada reducida, sin embargo, observe que 
cualquier matriz escalonada equivalente a A tiene el mismo numero 
de filas no nulas que la escalonada reducida. Esto porque la 
escalonada reducida se obtiene de la escalonada aplicando mas 
operaciones, las cuales no modifican el numero de filas no nulas. 


Ejemplo 1.16 En el ejemplo |l,14| se observo que las matrices B 
y C son equivalentes, 


/ 1 

0 

-2 

2 \ 


f 1 

0 

-2 

2 \ 

-2 

1 

5 

-1 


0 

1 

1 

3 

-1 

1 

3 

1 

* 

0 

0 

0 

0 

V o 

1 

1 

3 ) 


l 0 

0 

0 

o ) 


Y como C es escalonada reducida (es suficiente con que sea esca¬ 
lonada) y tiene dos filas no nulas, entonces 


Rng (B) = 2. 


Recordemos que la matriz B es la matriz aumentada del sistema 
4 x 3 en el ejemplo |1.13| Entonces el rango de B informa que el 
sistema se puede reducir a uno de dos ecuaciones sin perder infor¬ 
mation, o sea que las restantes 4 — Rng ( B ) = 2 son ecuaciones 
superfluas. 
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1.5 Caracterizacion de los sistemas, por 
su solucion 


Seguidamente se dara una caracterizacion de los sistemas de ecua¬ 
ciones lineales con solucion unica, infinito niimero de soluciones o 
sin solucion, basados en las caracteristicas de la matriz del sistema 
y la matriz aumentada, ambas en una forma escalonada, que se 
resumen en la notion de rango. 


1.5.1 Sistemas que no tienen solucion 


El problema de decidir si un sistema de ecuaciones lineales tiene 
solucion o no, es el problema de reconocer si tiene ecuaciones in- 
consistentes o no. Y esto se reconoce facilmente cuando el sistema 
tiene la forma escalonada y se observa al menos una ecuacion de 
la forma: 

Oxi + 0x 2 + ■ ■ ■ + 0x n = 1 


como en el ejemplo 1.8 


matriz (A|6). 


Tambien resulta facil de reconocer que hay ecuaciones incon- 
sistentes, en un sistema en su forma inicial, cuando dos de ellas 
tienen iguales coeficientes asociados a las mismas variables y la 
constante a la derecha es distinta, por ejemplo, las ecuaciones 2 y 
4 del sistema siguiente: 


Xi 



+ 

5x 3 

+ 

— 1 X 4 = 

1 

2 xi 

+ 

— 1X2 

+ 

5x 3 

+ 

X 4 = 

3 

3aq 

+ 

lx 2 

+ 

— 2 x 3 

+ 

3X4 = 

-1 

2 x\ 

+ 

-lx 2 

+ 

5x 3 

+ 

X 4 = 

6 


Obtenga la forma escalonada de este sistema y verifique que en 
esta forma escalonada aparece una ecuacion inconsistente, o sea, 
el sistema no tiene solucion. 


Sin embargo, en terminos del sistema inicial hay otros tipos 
de dependencia entre las ecuaciones que las pueden hacer incon- 
sistentes. Este es un problema dificil que se relaciona con los 
conceptos de rango e independencia lineal, que se estudiara mas 
adelante. Pero en todos los casos, cuando esto ocurre, la forma 
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escalonada del sistema hara evidente la existencia de al menos una 
ecuacion inconsistente con la forma vista. 

Finalmente observemos que en un sistema de ecuaciones linea- 
les Ax = 6, la presencia de al menos una ecuacion inconsistente, 
en la forma escalonada de la matriz aumentada del sistema hara 
que el rango de A y el rango de (A\b) sean distintos. Por ejemplo, 
en un sistema 4x4, la forma escalonada de la matriz (A\b) de un 
sistema inconsistente puede ser: 


(A\b) 


/1 

* 

* 

* 

* \ 

0 

0 

1 

* 

* 

0 

0 

0 

0 

1 

V 0 

0 

0 

0 

0 / 


donde el simbolo * representa cualquier niimero real. En este caso 
la ecuacion que representa la tercer fila de la matriz anterior es 
inconsistente y hace que Rng (A) ^ Rng(A|6). Especfficamente, 


2 = Rng (A) < Rng {A\b) = 3. 


Y en general podemos reconocer que: 

Rng (A) < Rng (A\b) ■<=>• Ax = b tiene ecuaciones inconsistentes. 


1.5.2 Sistemas con solucion 

Un sistema Ax = b con solucion se dice que es consistente y, na- 
turalmente, es un sistema que no tiene ecuaciones inconsistentes. 
La ausencia de ecuaciones inconsistentes se refleja en que: 

la forma escalonada de la matriz del sistema A y la 
forma escalonada de la matriz aumentada (A\b) tienen 
el mismo numero de filas no nulas. 

Y esto es equivalente a establecer que: 


Rng {A) = Rng(A|6) 

Por ejemplo, los siguientes esquemas de matrices, que utilizan 
un * para indicar que en esa posicion puede aparecer cualquier 
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numero real, corresponden a matrices aumentadas de sistemas 


consistentes. 

/ 1 * * * 

* ^ 


^01** 

* \ 


0 0 1 * 

0 0 0 1 
^ 0 0 0 0 

* 


0 0 1 * 

0 0 0 0 
^ 0 0 0 0 

* 

0 

0 / 


En el sistema asociado a matriz de la izquierda 
Rng (A) = 3 = Rng (A\b). 

Y para el de la derecha 

Rng (A) = 2= Rng (A\b). 

Sistemas con solucion unica 

Un sistema n x m, Ax = b , tiene solucion unica, si ademas de la 
condition anterior, el sistema en la forma escalonada tiene tantas 
ecuaciones no superfluas, como variables. O lo que es lo mismo: 


• en cada columna de la forma escalonada de la matriz del 
sistema, hay un primer uno de alguna fila. 

• o, el numero de filas no nulas en la matriz del sistema en su 
forma escalonada es igual a m, el numero de variables del 
sistema. 

• o, Rng (A) = Rng(A|6) = m. 


Los siguientes esquemas de matrices corresponden a sistemas con 
solucion unica. 


/1 

* 

* 

* 

* \ 

0 

1 

* 

* 

* 

0 

0 

1 

* 

* 

V 0 

0 

0 

1 

* / 


/ 1 

* 

* 

* 

* 

\ 

0 

1 

* 

* 

* 


0 

0 

1 

* 

* 


0 

0 

0 

1 

* 


V 0 

0 

0 

0 

0 

/ 
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Sistemas con infinito numero de soluciones 


Finalmente, un sistema n x m, Ax = b, tiene un numero infinito de 
soluciones si ademas de tener solucion, el numero de filas no nulas 
de la forma escalonada de la matriz del sistema es menor que to, 
el numero de variables (o columnas de la matriz del sistema). Lo 
que es equivalente a establecer que: 

Rug (A) = Rng(A|6 ) < to. 

Esto significa que hay columnas, en la forma escalonada de la ma¬ 
triz del sistema, que no contienen algiin primer uno. El numero 
de estas columnas corresponde al numero de parametros con que se 
describe el conjunto solucion del sistema y es igual a in — Rng (A). 

Por ejemplo, para los sistemas de ecuaciones Ax = b cuyas 
matrices aumentadas, en la forma escalonada reducida, son: 


/ 1 -1 0 0 

-! ^ 


/ 0 1 0 1 

3 \ 

0 0 10 

0 


0 0 1-2 

2 

0 0 0 1 

2 


0 0 0 0 

0 

\ 0 0 0 0 



^ 0 0 0 0 

o / 


se tiene, en el primer caso, que 

Rng (A) = 3 = Rng(A|6) < 4. 


luego el sistema tiene infinitas soluciones que dependen de 4 — 
Rng (A) = 1 parametro. A partir del sistema que representa la 
forma escalonada reducida, obtenemos su conjunto solucion: 


Xi - x 2 = 

X3 = 
X4 = 



X4 


— 1 + X 2 
X 2 

0 

2 


A la variable x 2 se asigna un valor arbitrario t € IR , decimos que 
es un parametro, de manera que el conjunto solucion del sistema 
es: 


s= {(-l + f,f, 0 , 2 )|f e M}. 


Para el sistema representado por la matriz de la derecha, 
Rng (A) = 2= Rng (A\b) < 4. 
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luego tiene infinitas soluciones que dependen de 4 — Rng (.A) = 2 
parametros. La solucion es dada por: 




Xi 

= X 1 


to 

+ 

H 

II 

3 

x 2 

= 3 

— X\ 

X3 — 2X4 = 

2 

X3 

= 2 

H - 2^4 



X4 

= 

X\ 


De manera que asignando a X\ un valor arbitrario t, y a 14 otro 
valor arbitrario s, se obtiene el conjunto solucion del sistema: 

S = {(t, 3 — s, 2 + 2s, s)\t, s € JR}. 


El siguiente teorema resume, los anteriores resultados. 


Teorema 1.9 Si Ax = b es un sistema de ecuaciones lineales 
n x m y (A\b) su matriz aumentada, entonces 

a) Si Rng (A) < Rng(A\b) el sistema no tiene solucion (el 
sistema es inconsistente). 

b) Si Rng (A) = Rng(A\b) el sistema es consistente (tiene 
solucion), en este caso: 

i) Si Rng (A) = Rng(A\b) = m el sistema tiene solucion 
unica. 

ii) Si Rng (A) = Rng(A\b) <m el sistema tiene infinitas 
soluciones que dependen de ( m — Rng (A)) parametros. 


Algunos casos particulares, de las caracterizaciones de los sis¬ 
temas de ecuaciones lineales dadas, merecen especial atencion. 


1.5.3 Sistemas homogeneos 

Si las constantes a la derecha del igual en todas las ecuaciones 
son cero, se dice que el sistema es homogeneo, es decir, Ax = 6 se 
llama homogeneo si b = 0 es el vector columna de ceros. En este 
caso, se tiene que 


Rng (A) = Rng(A|0) 
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porque ninguna operation elemental sobre las filas de (A|0), puede 
cambiar los ceros que forman la ultima columna de (A|0). Asf, en 
un sistema homogeneo no pueden existir ecuaciones inconsistentes. 

Ademas se reconoce facilmente que x\ = x% = ... x m = 0, es 
una solution, por lo tanto los sistema homogeneos siempre tienen 
solucion. 


Teorema 1.10 Todo sistema homogeneo Ax = 0, n x m, es con- 
sistente: 

a) x = 0 m , el vector columna de m ceros, es una solucion del 
sistema. 

b) Si Rng (A) = m entonces el sistema tiene como unica solu¬ 
cion al vector nulo: x = 0 m . 

c) Si Rng (A) < m entonces el sistema tiene infinitas solu- 
ciones que dependen de m — Rng (A) parametros. 


Demostracion: Se deduce directamente del teorema anterior, 
observando que Rng (A|0) = Rng (A), puesto que las operaciones 
que transforman (A|0) a su forma escalonada reducida, no alteran 
la ultima columna de ceros. 


1.5.4 Sistemas con menos ecuaciones que varia¬ 
bles 


Si hay menos ecuaciones que incognitas el niimero de filas no nulas, 
de la matriz aumentada en su forma escalonada, sera necesaria- 
mente inferior al niimero de variables, luego un sistema de este 
tipo no puede tener solucion linica. 

Si ademas un sistema con menos ecuaciones que variables es 
homogeneo, entonces tiene un niimero infinito de soluciones, nece- 
sariamente. 
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1.5.5 Sistemas n x n 


Un sistema Ax = b, nx n (con tantas ecuaciones como variables) 
tiene solucion linica solamente si al calcular la forma escalonada 
reducida de su matriz aumentada se obtiene: 


/ ail 

a i2 • 

^1 n 

h \ 


(1 

0 • 

• 0 


021 

022 ' 

0-2 n 

b 2 


0 

1 


* 

\ dnl 

On2 


bn J 


l 0 

0 

1 

* / 


O sea, la forma escalonada reducida de A clebe ser una matriz 
n x n, con unos en la diagonal y ceros en las restantes entradas, 
que llamamos matriz identidad y se denota como I n . 


Teorema 1.11 Un sistema n x n, Ax = b, tiene solucion unica 
si y solo si A es equivalente a la matriz identidad n x n. 


1.6 Interpretation del rango de una ma- 
triz 


Consideremos una matriz A cualquiera n x m, y el sistema ho- 
mogeneo Ax = 0. Observemos que: 


1. Cada ecuacion que produzca un primer uno, en la forma 
escalonada de la matriz del sistema, es una ecuacion que 
aporta information para resolver el sistema Ax = 0, que no 
esta contemplada en las otras ecuaciones. 

2. En tanto que una ecuacion que termine como una fila de 
ceros en la escalonada reducida equivalente a A, es una 
ecuacion que puede omitirse del sistema Ax = 0 sin que 
se piercla nada, es una ecuacion redundante o superflua. 

3. Por otra parte Rng (A) es el numero de filas no nulas de 
la escalonada reducida equivalente a A, o sea, el numero de 
primeros 1 de cualquier matriz escalonada equivalente A. 
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Asf, el Rng (A) informa del mimero de ecuaciones que real- 
mente aportan information para resolver el sistema homogeneo 
Ax = 0, o en otros terminos, El Rng (A) es: 

• el maximo niimero de ecuaciones del sistema Ax = 0 que no 
incluyen ecuaciones redundantes. 

• y el mmirno mimero de ecuaciones que se deben preservar 
en el sistema Ax = 0 para obtener un sistema equivalente. 

Mas adelante, con la introduction de los conceptos de combi¬ 
nation lineal e independencia lineal, section |2.7[ se relaciona la 
idea de redundancia con el concepto de dependencia lineal y el 
de ecuaciones sin redundancia con el de independencia lineal, mo- 
mento en que el concepto de rango adquirira mayor riqueza de 
interpretaciones. Por ahora, el siguiente teorema resume algunas 
proposiciones equivalentes y aplicables a matrices cuadradas con 
rango complete. 


Teorema 1.12 Si A es una matriz n x n, las siguientes proposi¬ 
ciones son equivalentes. 

i) Rng (A) = n. 

ii) A es equivalente a la identidad. 
in) Ax = 0 tiene solucion unica. 

iv) Ax = b tiene solucion unica \/b £ lR n . 


Demostracion: Se demostrara que ii) => i) => in) => 

ii) y i) => iv) => ii), lo que es suficiente para establecer las 
equivalencias. 

ii) =>i) Si A es equivalente a I n , la identidad es su forma 
escalonada reducida, por lo que Rng (A) = n. 

i) =Aii) Si Rng (A) = n, entonces Rng(A|0) = Rng (A) = n, 
lo que significa que Ax = 0 tiene solucion unica, teorema m 

i) =Mv) Si Rng (A) = n, entonces la escalonada reducida 
equivalente a ( A\b ) es de la forma (I n \z), que tiene n filas no nulas, 
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luego Rng (A\b) = Rng (ti) = n, lo que significa que Ax = b tiene 
solucion unica V6 £ lR n . 

iv) =tii) Se pospone para la siguiente section, a fin de dispo- 
ner de las matrices elementales, que facilitan la escritura de esta 
demostracion. 

iii) =tii) Si Ax = 0, tiene solucion unica, la forma escalonada 
reducida de (ti|0) es (I„|0), (en caso contrario esta forma escalo¬ 
nada reducida tendria al menos una fila de ceros, lo que conducirfa 
a infinitas soluciones). Luego A es equivalente a la identidad. 


1.7 Redes y sistemas de ecuaciones li¬ 
neales 


Se usaran las redes para representar fenomenos tales como el flujo 
de vehfculos, el flujo de una corriente electrica, modelos de trans- 
porte, etc. De tal modo que el objeto matematico red interesa 
en tanto que una herramienta de ayuda en la resolucion de pro- 
blemas sencillos que involucran sistemas de ecuaciones lineales y 
programacion lineal. Naturalmente queda fuera del objetivo de 
estas notas el estudio de las propiedades matematicas de las redes 
y nos limitamos a dar una description, mas grafica, de lo que 11a- 
maremos red. Una red es un conjunto de puntos llamados nodos, 
conectados de alguna manera por medio de lineas llamadas arcos. 



Figura 1.1: Red con cinco nodos y siete aristas. 
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Como se ve en la Figura EH los nodos se represent an con 
cfrculos o puntos. Las flechas son usadas para indicar, en ciertos 
casos, el sentido del “flujo” que se representa. 


1.7.1 Redes de flujos 

El ejemplo mas intuitivo y sencillo es el de redes de carreteras, 
donde el flujo se refiere a la cantidad de vehfculos que circulan por 
la via. En el caso de redes que representan flujos supondremos en 
esta seccion que la cantidad que llega a un nodo es igual a la que 
sale: 



x = y + z 


Figura 1.2: Flujo que entra al nodo es igual al que sale. 


Ejemplo 1.17 La siguiente red representa el flujo vehicular por 
un sector de la ciudad donde, los nodos son las intersecciones y los 
arcos, las carreteras. Las flechas indican el sentido del movimiento 
de los vehfculos. 



Figura 1.3: Flujo vehicular por un sector de la ciudad. 


Las cantidades de vehfculos que circulan por la red entre dos 
nodos consecutivos se indican con las letras x, y, z, w y t las cuales 
son las variables del problema. En tales condiciones: 
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i) Formule un sistema de ecuaciones lineales cuya solucion aporte 
todas las opciones posibles de flujo vehicular. 

ii) Si el flujo vehicular entre el nodo 1 y 2 es 550 y entre el nodo 
2 y 4 es 50, entonces calcule los otros flujos. 

Solucion 


i) De acuerdo con la red el sistema es : 


- y 


= 400 

nodo 

+ z 

— W 

= 600 

nodo 

+ y + z 

+ t 

= 300 

nodo 


+ w + t 

= 100 

nodo 


La matriz aumentada del sistema es 


/ 1 

-1 

0 

0 

0 

400 \ 

1 

0 

1 

-1 

0 

600 

0 

1 

1 

0 

1 

300 

V o 

0 

0 

1 

1 

100 / 


Haciendo operaciones elementales sobre esta matriz se obtiene la 
solucion: S = {(700 — z — t, 300 — z — t,z, 100 — t, t) \z, w € 1R} . 


ii) Como x = 550 entonces y = 150. Aclemas w = 100 — t = 50 
entonces t = 50. Por otra parte y = 300 — z — t = 300 — z — 
50 = 150 por lo que z = 100. 

1.7.2 Redes electricas 

Considerese un modelo simple de circuito electrico que consta so¬ 
lo de resistencias (bombillas electricas, electrodomesticos, ...) y 
fuerza electromotriz o baterfas. A traves de la red (o circuito) 
fluye la corriente electrica en el sentido que indican las flechas. 
Los nodos representan puntos de la red donde se redirecciona y 
distribuye la corriente. Los generadores se simbolizan con dos 
rayas verticales una mas corta que la otra. La corriente entra por 
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la raya corta y sale por la raya larga. El otro sfmbolo que aparece 
en la Figura [L4|es el de las resistencias. 



Figura 1.4: Red electrica con dos nodos, tres 
resistencias y dos generadores. 


La fuerza electromotriz se mide en voltios, la corriente en am- 
perios y la resistencia en ohmios. El movimiento de la corriente 
en el circuito se rige por las conocidas leyes de Kirchhoff, a saber: 


a) La corriente que fluye hacia un nodo es igual a la que sale. 

b) En una trayectoria cerrada la fuerza electromotriz es igual 
a la suma de las caidas de voltaje. 


Una trayectoria cerrada es una parte de la red donde la co¬ 
rriente sale de un nodo y regresa a el. En la figura anterior se 
tienen dos trayectorias cerradas. una sale del nodo 1 y la otra del 
nodo 2. 

La cafda de voltaje E a traves de una resistencia es el producto 
RI donde I es la corriente y R es la resistencia. Es decir E = RI. 


Ejemplo 1.18 Considere la red siguiente y determine las corrien- 
tes Ii, I 2 e J 3 
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£i.= 5 h 

—I I-— 


Trayectoria 1 


G> 


-vw 

R 2 = 2 


© 


Trayectoria 2 

Wv-1 I-— 

-R3 — 4 E 2 = 8 E 


Figura 1.5: Red electrica con dos trayectorias. 


Solution: A partir de la Figura [175] vemos que el sistema de ecua- 


Clones es: 




to 

+h = 

0 

Nodo 1 0 2 

< II + 2/2 

= 

5 

Trayectoria 1 

[ + 2/2 

+ 4/3 = 

8 

Trayectoria 2 


Resolviendo el sistema se obtiene la solution: 1 1 = 1 amperio, 
I 2 = 2 amperios e I 3 = 1 amperio. 


1.8 Ejercicios 


1. Considere el sistema 3x2: 

2xi + 3x2 = 0 

4a;i + 6x 2 = 12 

—Xi + x 2 = 2 

a) Represente graficamente las tres rectas asociadas al sis¬ 
tema. 

b) Del analisis grafico, i,que se puede concluir acerca de la 
solution del sistema? 

c) Resuelva el sistema por el metodo de Gauss. 
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2. a) Proponga un ejemplo de un sistema de tres ecuaciones li- 
neales en dos variables que corresponda a la ilustracion grafica 
de la figura |1.6| 



b) La figura 1.7 cambia una de las rectas del grafico anterior 
trasladandola paralelamente hasta pasar por el origen. Modi- 
fique el sistema propuesto en a) para que corresponda a la 
ilustracion grafica [LT] 



c) En cada caso, solo observando los graficos, de el conjunto 
solution del sistema. 

3. Resuelva los siguientes sistemas 

( 2x — y =0 
a) < 6x — 5y = 0 

[ 2x + Ay = 0 
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f 2x + 4 y = 

’ \ 3x + 6y = 

{ x + 5y + 11 z 
2x + 3 y + 8z 
—x + 2y + 3z 


-5 

4 

-9 


4. En cada caso, determine el conjunto solution: 


! — 2x +6 y —4 z = —28 

— x +3 y — z = —8 

5x—15y+10z = 70 

x —3 y = 2 

! 3x+0y—3z = 0 
V +z = 1 

—2x—5y+4z = 4 
—2x—6y+3z = 4 

! —x +y+5z = —36 

~2y+4z = -30 
x-3 y = -1 

— 3x+9y = 3 



5xi — 6x3 = 0 

3x2 + 3^3 — 9 x ’4 = 3 

2xi —3x2 —5X3 +10x4 = 0 


2xi 

+2x 3 — X4 = 

-1 

Xl 

— X 3 + 2X4 = 

4 

6xi + 

X2 +8x3 —15X4 = 

-32 

4xi + 

X2 +6x3 —10X4 = 

-21 

- 

-x 2 -2x 3 = 

-1 

2xi 

+2X3 — 5X4 = 

-11 

3xi + 

3x2 +6x3 —15X4 = 

3 


X2 —3X3 — 3X4 = 

-9 

3xi — 

3x2 —7X3 +15x4 = 

-6 

- 

-2x2 +6x3 + 7x4 = 

18 

3xi + 

5x2 + X3 —22x4 = 

-12 


5. En cada caso, de el conjunto de tripletes ( x,y,z ) que son 
solution del sistema homogeneo: 


! —2x +6 y —4z = 0 

—x +3 y —z = 0 
5x—15 j/+ 102 = 0 
x —3 y = 0 
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| —x +2 z = 0 

2 . < 3 cc —6 z = 0 

\ 2x —4 z = 0 

! y +5 z = 0 
—2 y +4z = 0 
-3 y = o 
—y +9z = 0 

6. Considere el siguiente sistema 2x3: 

J —x +y—5z = —2 
\ 3a;—3 y +z = —8 

a) Determine el conjunto solucion. 

b) Verifique que si se agrega una ecuacion como 

x — y — 9z = —12 

que result a de sumar dos veces la primera ecuacion mas 
la segunda, la information que se agrega es redundante, 
es decir, la nueva restriction ya esta contemplada en las 
dos primer as. 

c) Por otra parte, explique porque si se agrega una ecuacion 
como 

x — y — 9z = —10 

se agrega una inconsistency. Verifique esto ultimo re- 
solviendo el sistema 3x3 result ante. 

7 . Dado el siguiente sistema 2x3: 

( 2x+3y —z = 4 
x—2y+2z = 1 

En cada caso, agregue una ecuacion de manera que el sistema 
3x3 resultante: 


a) tenga una unica solucion. 

b) tenga infinitas soluciones. 

c) no tenga solucion. 
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8. Sea el sistema cuya matriz aumentada es: 


/ a 

0 

b 2 \ 

a 

a 

4 4 

V 0 

a 

2b) 


Para cuales valores de a, b el sistema: 

a) No tiene solucion b) Tiene solucion unica. 

c) Tiene infinitas soluciones dependiendo de: 
i) un parametro, ii) dos parametros. 

9 . Considere los sistemas homogeneos cuyas matrices son: 

/ 1 b 0 \ / b b a 2 \ 

I 1 a a I — b a —a 2 

y —1 —a b ) y — b a —1 y 

En cada caso, para cuales valores de a, b el sistema tiene : 

a) solucion unica. 

b) infinitas soluciones dependiendo de un parametro. 

c) infinitas soluciones dependiendo de dos parametros. 

10 . Considere el sistema de ecuaciones lineales: 


—ax — a 2 y + (5a 

+ 4 )z = 

-16 

x + ay + 

az — 

a 

—ax+ 4 ay+ 

4 az = 

4a 


Determine todos los valores del parametro a, si existen, tales 
que el sistema: 

a) No tiene solucion b) Tiene solucion unica. 

c) Tiene infinitas soluciones dependiendo de: 
i) un parametro, ii) dos parametros. 

11 . Considere el sistema de ecuaciones lineales en las variables 
X \, X 2 y x 3 , que depende del parametro k £ JR: 

{ kx 1 + X 2 + x 3 = 1 

Xi + kx 2 + x 3 = 1 
Xi + x 2 + kx 3 = 1 
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a) Determine los valores de k para los cuales el sistema: 

i) no tiene solucion. 

ii) tiene un numero infinito de soluciones. 

iii) tiene solucion unica. 

b) Para los casos en que hay solucion unica, determine la 
solucion. 


12 . a) Decida si la ecuacion 


1 2 
2 4 


= b, 


tiene solucion en los siguientes casos: 


1) 6= o ; 2) b = o ; 3) b = 


b) En los casos en que hay solucion comente sobre el numero 
de soluciones. 


c) Para A = 


1 2 
3 4 
guntas anteriores. 


y los mismos b responda las pre- 


13. Determine un vector x tal que Ax = b si 

/ 2 3 i \ 

A=\ 1 2 1 y b = 

V -1 4 o ) 

Similarmente, determine x tal que Ax = 0. 

14. Considere el sistema 




a) Escriba el sistema en la forma matricial. 

b) Obtenga la solucion del sistema y escrfbala en la forma 
h + u donde u es cualquier vector solucion del sistema 
homogeneo y h es un vector solucion fijo, del sistema no 
homogeneo. 
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15 . Un sistema tiene matriz aumentada 

f 1 0 -1 a \ 

V 0 1 2a) 

Calcule ay a sabiendo que un vector solucion es (2,1, a). 
Luego resuelva el sistema. 

16 . Considere el sistema cuya matriz aumentada es: 


/ 1 

2 

0 

i \ 

-1 

3 

a 

0 

2 

1 

0 

2 

V -i 

-0 

a 

o / 


Con a,f3 £ IR. 

a) ^Para que valores de a y (3 el sistema es equivalente a 
un sistema no homogeneo 3x3? ^Para que valores de a 
y (3 el sistema es consistente? 

b) Para todos los valores posibles de a y /3 obtenga la solu¬ 
cion del sistema. 

17 . Sean a, 6 € IR. Considere los plano^]cuyas ecuaciones son: 

Ax — ay + z + 4 = 0; 


2x — y + z — 1 = 0; 


2 x — y + 2 bz + 4 = 0. 

Determine los valores de a y b que corresponden a cada uno 
de los siguientes casos: 

a) La intersection de los tres pianos es vacfa. 

b) La intersection de los tres pianos es exactamente un pun- 
to. 

c) La intersection de los tres pianos es exactamente una 
recta. Es decir, el conjunto solucion clepende de un 
parametro. En este caso, determine el conjunto solucion. 

1 LLamamos piano al conjunto de puntos ( x,y,z ) de JR 1 * 3 , que satisfacen 

una ecuacion de la forma ax + by + cz = d, donde a, b, c y d son numeros 

reales dados. 
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18 . Sean A, B matrices equivalentes. Justifique por que A y B 
tienen el mismo rango. 

19 . En un acueducto fluye agua en miles de metros cubicos por 
hora, tal como se muestra en la siguiente red : 



a) Resuelva el sistema para el caudal de agua representado 
por x, y, z, w, m,p, q. 

b) Encuentre el patron de flujo cuando p = q = 0. 

20. Sea la red de flujo 



a) Resuelva el sistema correspondiente. 

b) Encuentre el flujo cuando z = 100, t = 50 = s. 

21 . Considere la siguiente red de flujo vehicular de un sector de 
la ciudad dependiente de los parametros h y k. 
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600 


o 


zt 


600 




w 


a) Obtenga una relation entre h y k para que el sistema cor- 
respondiente tenga solution. 

b) Calcule los flujos vehfculares en funcion de h y una variable 
libre. Calcule los flujos para valores particulares de h, k y la 
variable libre. 

c) Si la cantidad de autos que ingresan al nodo a es 400 y los 
que salen del nodo b son 550, calcule los flujos restantes. 

22. Encuentre las corrientes fi,I 2 e I 3 de la red electrica siguiente: 



23. Sea el sistema: 

x — 2z + w = 0 

2x + 2z — 2 w = 4 

—x — 3y + z — 2 w = 1 

2x + 3y + vj = 1 

a) Exprese el sistema en la forma matricial Al = b , donde 
l = ( x,y,z,wY. 

b) Calcule una columna lg tal que Alg = b. 
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c) Exprese la solution del sistema en la forma: 

S = {l o + d\Ad = 0}. 


24. Sean R ^ 0 y H ^ 0 matrices 2x3. 

a) Escriba todas las posibles formas escalonadas reducidas 
de R. Sugerencia: considere los casos Rng (R) = 1 y 
Rng ( R ) = 2, por separado. 

b) Pruebe que si R y H son escalonadas reducidas y si los 
sistemas Rx = 0 y Hx — 0 tienen igual solution, en- 
tonces R = H. Ayuda: es equivalente probar que si 
R ^ H entonces los sistemas Rx = 0 y Hx = 0 tienen 
diferente solution. 

c) Si R y H son escalonadas, pruebe que el resultado ante¬ 
rior es falso. 

25. Si en un triangulo cualquiera, a, (3 y 7 son las medidas de los 
angulos opuestos a los lados de magnitud a , bye, respecti- 
vamente. 

a) Muestre que a, b, c, a, f3 y 7 satisfacen el siguiente 
sistema de ecuaciones lineales 

{ cx + + az = b 

cy + bz = a 

bx + ay — c 

donde x = cos a, y = cos (3 y z = cos 7 . 

Ayuda: por ejemplo, observe del siguiente grafico que 
b + d = ccosa y d = a cos(7r — 7 ) = —acos 7 , de donde 
b = c cos a + a cos 7 . 


d '■■■ 

. . _ 7 T — 7 

b/ .... 

■) 


c 
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b) Muestre que la matriz escalonada reducida equivalente a 
la matriz aumentada del anterior sistema, es 


/I 

0 

0 

-a 2 + b 2 + c 2 \ 
2 be 

0 

1 

0 

a 2 — b 2 + c 2 

2 ' Z $ c 2 

V 0 

0 

1 

a + b — c 

2 ab ' 


Observe que a, bye son magnitudes positivas y por lo 
tanto no nulas. 

c) Muestre que a, b, c, a, (3 y 7 satisfacen 

a 2 = b 2 + c 2 — 2 be cos a 
b' 2 = a 2 + c 2 — 2 ac cos /3 
c 2 = a 2 + b 2 — 2 ab cos 7 



Capftulo 2 


Matrices 


Sin duda alguna al lector le resulta familiar los arreglos de datos 
en filas y columnas para almacenar informacion de manera orde- 
nada. Por ejemplo, los resultados del fritbol se presentan de modo 
que las filas dan informacion por cada equipo y las columnas lo 
hacen sobre los partidos jugados, ganados, empatados, perdidos, 
goles a favor, goles en contra y total de puntos. Tal situation 
la observamos en la siguiente matriz compuesta de 12 filas y 7 
columnas: 


Posiciones de la Primera Division en Costa Ric;0 


Equip os 

PJ 

PG 

PE 

PP 

GF 

GC 

Pts 

l)Alajuelense 

25 

17 

5 

3 

59 

20 

60 

2)Herediano 

25 

14 

7 

4 

45 

21 

54 

3)Cartagines 

25 

12 

10 

3 

27 

17 

50 

4)Saprissa 

25 

11 

10 

4 

42 

26 

48 

5) Perez Zeledon 

25 

10 

5 

10 

37 

34 

39 

6 )Carmelita 

25 

8 

8 

9 

26 

27 

34 

7)Belen 

24 

6 

11 

7 

23 

21 

34 

8 )Puntarenas 

25 

6 

10 

9 

23 

33 

32 

9)Ramonense 

25 

6 

6 

13 

26 

44 

27 

10) San Carlos 

25 

4 

9 

12 

24 

45 

25 

ll)Turrialba 

24 

4 

7 

13 

23 

42 

23 

12)Goicoechea 

25 

4 

6 

15 

23 

48 

21 


1 Tornado del diario La Nacion, 3 de marzo de 1997. 
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Otro ejemplo lo obtenemos en la matriz con information de la 
contamination del agua en algunos puntos de muestreo de los rios 
que llegan al embalse La Garita. La primera columna es un indice 
(entre 0 y 100) que indica la calidad del agua en cada uno de los 
9 puntos de muestreo, las restantes columnas son mediciones, en 
unidades de concentration, que sirvieron para calcular el indice de 
calidad. 


Calidad del agu;p| 



Indice 

calidad 

DBO 

PH 

Solidos 

Totales 

Fosfatos 

Emb. centro 

55.0 

15.0 

7.15 

172.0 

0.54 

Emb. orilla 

58.0 

13.7 

7.20 

164.0 

0.52 

Emb. represa 

58.0 

30.6 

7.30 

180.0 

0.68 

Emb. salida 

59.0 

10.0 

7.15 

157.0 

0.55 

Emb. Desfogue 

58.0 

10.5 

7.20 

165.0 

0.66 

Rio Alajuela 

67.0 

16.2 

8.30 

165.0 

0.40 

Rio Ciruelas 

70.0 

6.1 

8.35 

187.0 

0.62 

Rio Tizate 

77.0 

1.5 

8.35 

192.0 

0.64 

Rio Virilla 

62.0 

15.0 

8.10 

295.0 

0.92 


Un tercer ejemplo de matriz, de nueve filas y cinco columnas, esta 
dado por la tabla siguiente que contiene las notas de un grupo de 
estudiantes de Algebra Lineal. 


Nombre 

PI 

P2 

P3 

Q 

E 

Leonardo 

3.6 

3.0 

4.0 

5.0 

3.6 

Fresia 

7.6 

9.4 

5.6 

6.0 

7.5 

Alejandro 

5.5 

2.2 

0 

3.0 

2.6 

Hernan 

7.2 

5.4 

4.5 

7.0 

5.8 

Michael 

8.2 

6.3 

4.3 

7.0 

6.3 

Karla 

OO 

00 

4.5 

6.7 

8.5 

6.7 

Norberto 

6.3 

5.9 

5.5 

7.7 

6.0 

Manuel 

7.1 

7.3 

7.1 

7.0 

7.2 

Erick 

5.3 

3.6 

1.3 

2.0 

3.3 


En las filas se lee la situation personal de cada estudiante y en 
las columnas las notas obtenidas en cada uno de los tres parciales 


“Datos del Instituto Costarricense de Electricidad (ICE) 1984. 
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y el promedio de los quices. La ultima columna: escolaridad, es el 
promedio ponderado con un 32% cada parcial y un 4% el promedio 
de quices (redondeado a un decimal). 

Una definicion formal de matriz es la siguiente : 


Definicion 2.1 (Matriz) 

Sean m y n enteros positivos. Un arreglo rectangular en m filas y 
n columnas de numeros reales: 


/ 

On 

«12 

^1 n \ 


<221 

«22 

0*2 n 

V 

«ml 

«m2 

O'mn ) 


se llama matriz de orden (o tamano) m x n sobre 1R. 


En forma abreviada se escribe A = (a,y) mX n donde a^- denota 
la entrada de A en la fila i y la columna j. 

El conjunto de las matrices de orden m x n con entradas reales 
se denota con M(m,n, M). En el caso de matrices cuadradas, es 
decir con igual numero de filas y columnas, se usa la notation 
M ( n, M) y se dice que son de orden n. 


Ejemplo 2.1 Si A £ M(2,3, JR) es la matriz de dos filas y tres 
columnas con entradas reales: 


A = 


1 2 3 \ 
4 5 6 J 


entonces an = 2 y 023 = 6 


2.1 Algunos tipos de matrices 


Ciertas matrices con formas especiales apareceran muy frecuente- 
mente, en los desarrollos siguientes, por lo cual conviene identifi- 
carlas con nombres especificos. 
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Definicion 2.2 (Matriz Diagonal) 

Una matriz D = ( dij) nxn se llama matriz diagonal si todos los 
elementos fuera de la diagonal son nulos, esto es dij = 0 si i ^ j. 


0 \ 


0 

0 dnn ) 

Ejemplo 2.2 La siguiente es una matriz diagonal, cuyas entradas 
son los pesos usados para calcular la Escolaridad en el ejemplo de 
la pagina [48| 

/ 0.32 0 0 0 \ 

0 0.32 0 0 

0 0 0.32 0 

\ 0 0 0 0.04 


D = 


( dn 0 

0 G?22 

V o ... 


Las matrices diagonales con linicamente unos en la diagonal 
jugaran un rol importante, una vez que se haya introducido el 
producto matricial, y se llamaran matrices identidad, lo cual se 
justifica mas adelante. 


Definicion 2.3 (Matriz Identidad ) 


La matriz I n = ( dij) nxn , con dij 


1 

0 


si i = j 

si i / j 


, es decir, 


( 1 0 ... 0 \ 

01 : 

: 0 

V 0 ... 0 1 


se denominara matriz identidad de orden n. 


Algunas veces, una matriz identidad se denotara con /, sin 
hacer referenda a su tamano. 
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Definicion 2.4 (Matriz Triangular) 

Una matriz T = ( Uj) nxn se llama matriz triangular inferior (su¬ 
perior) si todos los elementos arriba (abajo) de la diagonal son 
cero, esto es tij = 0 si i < j (si i > j). Y se llama triangular si 
es triangular inferior o superior. 


£11 

0 . 

. 0 \ 


( tn ti2 

• • • tin \ 

£21 

t-22 


0 T = 

0 t'22 

^2 n 



. 0 


{ 0 ... 


^nl 

tn 2 

• t"nn ) 


0 tnn ) 


Un tipo muy importante de matrices tanto por las propiedades 
que poseen como por su utilidad, principalmente en Estadistica 
y el Analisis de Datos, son las matrices simetricas, caracterizadas 
por la simetria de sus entradas respecto a su diagonal. 

Definicion 2.5 (Matrices simetricas) 

S = (sij) n xn es simetrica si su entrada en la fila i y columna j 
es igual a la entrada en la fila j columna i, para i, j = 1,2,..., n. 
Es decir, si stj = Sji para todo i y j. 


Un ejemplo de matriz simetrica es la siguiente: 

Ejemplo 2.3 (Matriz de distancia.) Consideramos tres ciudades 
Ci.Ca.Ca, cu y as distancias entre ellas, en cientos de kilometres, 
son dadas por las entradas de la matriz D = (dij)s X 3, donde dy 
denota la distancia entre las ciudades C) y Cj. 

/ 0 1 3 
D= 10 5 
\ 3 5 0 

Asi: 5 es la distancia entre C2 y C 3 que naturalmente es la misma 
que la distancia de C 3 a C2 y por ello la matriz resulta simetrica. 

Observe que un caso particular de matrices simetricas son las 
matrices diagonales. 
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Por otra parte, la simetria es una propiedad que se caracteriza 
muy apropiadamente mediante la transposicion de matrices. 

Definicion 2.6 (Matriz transpuesta) 

Sea A £ M(m, n, IR), la matriz transpuesta de A se denota por A 4 
y se define como la matriz nxm que se obtiene al escribir las filas 
de A como columnas, (o equivalentemente, poner las columnas de 
A como filas). Simbolicamente: 

Si A = (ctij^mxn entonces A — {aji) n xm- 


Ejemplo 2A A = \ \ ] entonces Af = ( 2 5 

V 4 5 6 / 6 

Usando la transposicion de matrices, observe que una matriz 
S, n x n, es simetrica si y solo si S f = S. 

Matrices escalonadas y escalonadas reducidas. 

Debemos recordar que en el capitulo anterior, aparecieron las 
matrices escalonadas y las escalonadas reducidas, dos tipos 
de matrices de gran utilidad en la teoria de sistemas de ecuaciones 
lineales. 

Vectores columna y vectores fila. 

Y para terminar, se hara especial entasis en las matrices que 
constan de una sola fila o una sola columna. Muy frecuentemente, 
tales matrices se llamaran tambien vectores y con ellos se suele 
representar muchos tipos de informacion. 

Una matriz constituida por una sola columna se escribe como 


Cll 


Cl 


, pero usualmente la denotamos por c = 


Cnl 


nxl 
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Definicion 2.7 (Conjunto de vectores columnas) 

Al conjunto de todas las matrices columnas de tamano n x 1 lo 
denotamos como lR n y nos referimos a el como el espacio vectorial 
]R n y a sus elementos como vectores. 


IR n = 



Xi € IR 


Asf, cuando nos referimos a un vector [^]en lR n , se debe pensar 
en una matriz de una columna y n filas, a menos que se diga 
expli'citamente que se trata de un vector fila, en cuyo caso se trata 
de la matriz c = (cn C 12 ... ci n ) que, en forma similar al caso de 
las columnas, se denota como: 

C (c 4 ,C2, ■ ■ ■ , C n ) 


en este caso, empleando comas para separar sus entradas. 

Si I n es la matriz identidad de orden n , sus columnas son vec¬ 
tores de IR n y se llamaran vectores canonicos de IR n , denotandolos 
con ei, e 2 ,..., e n , respectivamente. I n = (ei, e 2 ,..., e„). Asi, por 
ejemplo, para IR 4 los vectores canonicos son las columnas de las 
siguiente matriz identificadas 0 por ei,e 2 ,e 3 y e 4 . 



f 1 

0 

0 

0 1 



0 

1 

0 

0 


h = 

0 

0 

1 

0 

— 


l 0 

0 

0 

1 ) 


5 Las filas de la 

matriz 


— ( e i> e 2 , e 3 , e 4 ). 

1 4 
5 2 
3 1 


3 Mas adelante se justifican los nombres: vectores y espacio vectorial. 


4 Con esta notacion, el vector e 2 pnede ser f^jojlj 6 |qI o 




segun sea el espacio a que pertenezca. 


n 

0 

W 
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espacio 2R * 2 : 

(4) ’ (2) ’ (l) y sus columnas j i | 2 

son vectores del espacio 1R 3 . 

Ejemplo 2.6 Cuando se trata de matrices de datos como en el 


caso de la tabla sobre calidad del agua, en la pagina[48] es usual 
referirse a las filas de matriz como “individuos” y a las columnas 
como “variables”. Asi, el individuo VIRILLA = (62.0, 15.0, 8.10, 
295, 0.92) 4 es un vector de M 5 cuyas entradas son los valores que 
las cinco variables: calidad, DBO, PH, Solidos totales y Fosfato 
asumieron en el punto de muestreo: Rio Virilla. Por otro lado 
la variable CALIDAD = (55, 58, 58, 59, 58, 67, 70, 77, 62)‘ es 
un vector en M° cuyas entradas son la calidad del agua (numero 
entre 0 y 100) en cada uno de los nueve puntos de muestreo. 


2.2 Operaciones con matrices y propie- 
dades 


En esta seccion se definiran las operaciones: suma matricial, mul- 
tiplicacion de una matriz por un escalar y producto matricial. La 
idea es operar con tablas numericas de datos en forma similar 
a como se opera con los numeros reales, pero con ciertos cuida- 
dos especiales, porque hay propiedades muy importantes de los 
numeros reales que trasladas a las matrices dejan de ser validas. 

Definicion 2.8 (Igualdad, suma y producto por escalar) 

Sean A,B€ IR), a £ 1R, A = (a,y), B = ( bij ). Defini- 


1 ■ A — B \ v ciij — b{j V i , j 

2. A + B = (a,ij + bij) 

3. a A = ( aaij ) 


mos: 
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Teorema 2.9 Sean A,B,C£ M (to, n, M), a, (3 € 1R, 

A = ( aij ), B = ( bij ), entonces: 

1. (A A B) A C = A A (B A C) (La suma es asociativa) 

2. A + B = B + A (La suma es conmutativa) 

3. 0 + A = A (0 matriz con todas sus entradas iguales a cero) 

4- —A A A = 0 donde —A = (—aij) 

5. a.(A B) — (xA -t- cxB 

6. (cx H - P)A — cxA (3A 
1. a((3A) = (a(3)A 


Demostracion: (Asociatividad) se demostrara que para todo i 
y j, la entrada i.j de (A + B) + C es igual a la entrada i,j de 
A + (B + C ): 


((o + b) + c)ij 


(a ~h b) ij 3~ Cij 

(aij bij ) A Cij 
aij A (bij A Cij) 

a ij + (b A c)ij 
(aA(bA c))ij 


Observe que en esta demostracion se denotan las entradas i,j de 
de A A B como (a A b)ij y las de (A A B) A C como ((a A b) A c)ij. 


Definicion 2.10 ( Producto de matrices) 

Sea A £ AI(m,n, 1R), B £ M(n,p, 1R). El producto AB es la 
matriz C £ Af(m,p, IR), C = (Cy), definida por: 

n 

Cij — CLi\b\j -|- (1x2^2j H - * * * H - ~ ^ ^ O'ik^kj 

k =1 


El diagrama siguiente ilustra que cada entrada de la matriz 
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AB se obtiene al operar la fila i de i con la columna j de B : 
/ an • • • ai n \ 



\ &ml ‘ ‘ ‘ O'mn 


donde c tj = + a i2 b 2 j H-b a ln b nj 


Ejemplo 2.7 Sean 


A = 




/ 1 0 2 4 \ 

y B= -1 -2 1 0 

\ 3 5 6 1 / 


El producto AB esta bien debnido porque A tiene tantas columnas 
como bias tiene B: Aes2x3yBes3x4 por lo tanto AB es 
una matriz 2x4: 


AB 


3 2 3 8 \ 
1 -1 11 5 ) 


En el ejemplo anterior se puede reconocer que cada entrada i,j 
de la matriz AB se obtiene al operar la fila i de A con la columna 
j de B. 


Ahora, si elegimos una columna j de B que se mantiene fija e 
i varfa sobre todas las bias de A , el producto de las bias de A por 
la columna j de B genera todas las entradas de la columna j de 

^2N 

AB. Por ejemplo si B 3 es la columna 3 de B, B 3 = 111, AB 3 es 


^6 > 


un producto matricial bien debnido y 

AB 3 = 

lo que corresponde a la columna 3 de AB. 


En general, si A y B son de orden m x n y n x p, respec- 
tivamente, y si B se escribe como B = (B 3 , B 2 ,..., B p ), donde 
B\, B 2 ,..., B p denotan las p columnas de B entonces 

AB = A(Bi, B 2 ,..., B p ) = (ABi, AB 2 ,..., AB P ). 
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De manera similar si A,; denota la fila de i de A entonces 



(AA 


( AlB \ 

AB = 

a 2 

B = 

a 2 b 


\A m j 


\A m Bj 


En este ultimo caso, Aj es un vector fila, en tanto que en el anterior 
Bj es un vector columna. 


2.3 Algunas interpretaciones para el pro¬ 
ducto matricial 


Inicialmente, la definition del producto matricial tal vez no re- 
sulte natural, sin embargo tiene ricas interpretaciones en distintos 
contextos. 

Por ejemplo, como se vio en el capftulo anterior, un sistema 
de ecuaciones lineales: 


anxi + 012X2 
021X1 + a 2 2X2 


Ol n%n — ^1 
02 n%n = b‘2 


OmlXl O m 2X2 


OmnXn 


bm 


en su forma matricial se escribe como: 


/ On 

Ol2 

* ^ln 

\ 


( Xl \ 


(h\ 

021 

022 

a 2n 



X 2 

= 

^2 

\ O m i 

Om2 

Q"mn 

) 


\Xn/ 


\pm / 


lo que se simplifica como Ax = b , con A = (a^), la matriz m x n de 


coeficientes del sistema, b = 


(h 


\br, 


' XI ' 


y x = : , los vectores de 


constantes en las ecuaciones a la derecha del igual y de incognitas 
del sistema, respectivamente. 
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Tambien, las operaciones suma vectoria]^] y producto de un 
escalar por un vector, con la igualdad entre vectores permiten 
escribir el sistema en la forma: 



( an N 


( “ 12 ^ 



^ din ^ 


(h\ 


021 


a 22 



Ct2n 


b 2 

Xi 

^O m i J 

+ x 2 

\0 / m2 ) 

+ * 

• + X n 

\p"mn j 


\bm) 


lo que se conocera como escritura columnar del sistema. 

En el siguiente ejemplo se muestra, por otra parte, que el pro¬ 
ducto matricial tambien permite describir importantes relaciones 
en aplicaciones de la matematica, en este caso, en modelos de 
comunicaciones o teoria de redes. 


Ejemplo 2.8 Consideramos un conjunto de n estaciones entre las 
cuales puede o no haber comunicacion. Y convengamos en que la 
matriz A = (a,j), se define como: 


a ij 


1 si hay comunicacion de i a j. 

0 si no hay comunicacion de i a j. 
0 si i = j. 


describiendo asi las posibles comunicaciones directas entre esta¬ 
ciones. 


Por ejemplo, la comunicacion entre cuatro estaciones que se 
ilustra en el siguiente diagrama, se describe con la matriz A , a la 
derecha. 



'J 

( 0 

0 

0 

1 \ 

A = 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

1 


^ 0 

1 

0 

0 / 


5 Recuerde que un vector es una matriz n X 1, luego la suma vectorial y 
el producto de un escalar por un vector, son las mismas operaciones para 
matrices ya definidas 
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Si se multiplica A consigo misma se obtiene: 


A 2 


(00 
1 0 
1 1 
\o 1 


0 

1 

0 

0 



11 


0 ) \0 


0 0 1 \ 
0 10 
10 1 
10 0 / 


/ 0 1 0 0 \ 
110 2 
1111 
\ 1 0 1 0 / 


La entrada i,j de A 2 , a 2 j, resulta de multiplicar la fila i cle A 
por su columna j: 

2 

C/y — C/ l 0 | j O. j'2U'2'j “t“ ' ' ' “t“ CLin^nj 


Y como cada es 0 o 1, los productos aikdkj son iguales a 0 o 
a 1, esto es: 


®ik&kj 


1 si hay comunicacion de i a k y de k a j. 

0 si no hay comunicacion de i a k o de k a j. 


Entonces en la suma de (]’(, se acumula 1 con las estaciones k que 
permiten el enlace de i a k y de k a j y cero en otro caso, luego 
a~ 3 es la cantidad de estaciones que permiten un enlace de i a j. 

Luego si a 2 3 ^ 0, significa que hay comunicacion de i a j, 
usando un intermediario. Y la entrada a 2 j = 0, indica que no hay 
forma de comunicar i con j, a traves de un intermediario. Por 
ejemplo, a\ A = 2, lo cual significa que hay dos formas de lograr la 
comunicacion de la estacion 2 a la 4 usando un intermediario. 


2.4 Propiedades del producto matricial 


La suma de matrices hereda todas las propiedades de la suma en 
los numeros reales, lo que no ocurre con el producto matricial. 
En este caso, hay diferencias sustanciales que se rcflcjan por su 
ausencia en el siguiente teorema. 
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Teorema 2.11 (Propiedades del producto) Suponga que en 
cada caso, A, B , C, D son matrices de entradas reales con los 
tamanos apropiados para que los productos y sumas abajo indi- 
cados esten bien definidos, y que A £ M. Entonces el producto 
matricial tiene las siguientes propiedades: 

1. Asociatividad: A(BC) = ( AB)C. 

2. Neutros: si A es n x m, I n A = AI m = A. 

3. Distributividad del producto respecto a la suma: 

A(B + C) = AB + AC y (B + C)D = BD + CD. 

4. A (AB) = (\A)B = A(XB). 


Demostracion: (Asociatividad) suponga que B y C son de 

or den n x p y p x m respectivamente, de donde BC es de orden 
n x m. Como A(BC) esta clefinido A debe tener orden q x n, por 
lo tanto AB esta definido y es de orden q x p, se sigue que ( AB)C 
tambien lo esta y es de orden q x ?n; ademas 


n 


n p 


(a(bc))ij — y ^ dik(bc)kj 

k=l 
n p 

= EE Q'ikbkrCrj 

k—1r =1 

p / n \ 

= ^ ^ I ^ ^ Ctikbkr 


C r j — 


^ ^ Ctik y ^ bk r C‘ 

k =1 r—1 

p n 

EE O'ikbkr^r 

r—1 k=l 
P 

y ^ {ptyirCrj 


r—1 \k—1 


r—1 


(( ab)c)ij 
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Teorema 2.12 La transposition de matrices tiene las siguientes 
propiedades. 

i) Si A,B £ M(n,m,]R), {A + Bf = A t + B t . 

ii) Si A £ M(n,m, IR) y B £ IR) entonces 

{AB) t = B t A t . 


Demostracion: Ver ejercicio[45]en la pagina [92] 


Es importante reafirmar que en el teorema |2.11| no aparece la 
conmutatividad, o sea, el producto de matrices no es conmutativo. 
Observe que si A esnxmyBmxp con n ^ p, el producto AB 
esta definido pero BA no se define. Pero aun mas, aunque AB y 
BA estan definidos, en general no se tendra que AB = BA. Por 
ejemplo: 


1 1 
1 1 

1 2 
3 4 


1 2 
3 4 


1 1 
1 1 


4 6\ 
4 6 j 

3 3 \ 
7 7 j 


Por otra parte, si consideramos solo las matrices cuadradas de 
orden n, el producto matricial tiene un elemento neutro: la matriz 
identidad, 


AI n = A y I rl A = A V A £ M(n, M) 

Observe que en este caso particular, I n conmuta con toda matriz 
A cuadrada de su mismo orden. 

La existencia de elemento neutro para el producto matricial, 
nos lleva a la pregunta: ^cada matriz A £ AI(n,lR), no nula, 
tendra elemento inverso multiplicativo?, es decir, ^existira una 
matriz A~ x £ M(n,lR) tal que AA~ X = I n l Y si existiera, ise 
tendra tambien que A~ x A = I n l 

La posible matriz inversa de A se ha denotado como A~ x , 
siguiendo la misma convencion con que se denotan los inversos 
multiplicativos en IR, pero para buscar respuesta a las pregun- 
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tas anteriores, momentaneamente cambiemos la notation de esta 
posible inversa de A a X y ocupemonos del siguiente problema: 


dada la matriz A £ M ( n , IR) buscar una matriz X de 
orden n tal que AX = I. 

Si las n columnas de X se denotan con Xi, X2, • • •, X n y las colum- 
nas de la matriz identidad I„ como e\, e2,..., e n , entonces AX = I 
tambien se puede escribir en la forma: 

A(Xi,X2, ■ ■ ■,X n ) = I = (ei, e2,...,e n ) 

o sea, 

{AXi, AX2 ,..., AX n ) = (ei, e2,..., e n ) 

Asi, el problema de encontrar X tal que AX = I se puede in¬ 
terpretar como el de encontrar n columnas X \, X2 ,..., X n tales 
que 

AXi — e, para i = 1 , 2 ..., n. 

Y dicho problema se resuelve, si todos los sistemas AXi = e* 
tienen solucion. Ahora, si aplicando operaciones elementales por 
fila a A se puede obtener I n , es decir, si A es equivalente a la 
identidad, entonces todos estos sistemas tienen solucion y, es- 
pecfficamente, tienen solucion unica. 

Por otra parte, como para resolver cada uno de los sistemas, 
Ax — ei, hay que reducir la matriz (A\e t ) a su forma escalonada re- 
ducida y esta tarea demanda exactamente las mismas operaciones 
elementales para cada i, entonces si se aplican dichas operaciones 
elementales a la siguiente matriz: 

(A\e 1 ,e 2 ,...,e n ) = ( A\I ) 

se resuelven simultaneamente los n sistemas AXi = e,;, y cada 
solucion Xi obtenida queda en la columna que ocupaba e. ; . Es 
decir, si A es equivalente a la identidad, al calcular la forma esca¬ 
lonada reducida de (A\I) se obtiene: 

{I\X 1 ,X 2 ,...,X n ) = {I\X) = {I\A- 1 ). 

Observe entonces que para que exista X tal que AX = I, es 
suficiente con que A sea equivalente a la identidad, ^sera esta una 
condicion necesaria, tambien? 
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Ejemplo 2.9 Para la matriz 


A = 


2 6 1 \ 
-10 1 
2 7 5 / 


si existe, determine una matriz X, 3 x 3, tal que AX = /. 


(^3) 


( 2 

6 

1 

1 

0 

0 \ 

- 1 

0 

1 

0 

1 

0 

V 2 

7 

5 

0 

0 

1/ 


fl 5 f'2 

-» 


/ - 1 

0 

1 

0 

1 

° \ 

2/i + h 

( -1 

0 

1 

0 

1 

° \ 

2 

6 

1 

1 

0 

° 

2/i + /s 

0 

6 

3 

1 

2 

° 

V 2 

7 

5 

0 

0 

1 / 

- > 

V 0 

7 

7 

0 

2 

1/ 


-fl 

(l/6)/2 


/ 1 

0 

-1 

0 

-1 

0 \ 

° 

1 

1 

2 

i 

6 

1 

3 

0 

V 0 

7 

7 

0 

2 

1 / 


- 7/2 + h 
- > 


( 1 0 -1 
0! 4 
V 0 0 I 


0-10 

4 4 o 

4 4 

6 3 


1 


(2/7)/s 

-> 


10-1 
0 1 4 

0 0 1 


0 -1 



0 

0 

2 

7 


(-l/2)/ 3 + h 

( 1 

0 

0 

-1/3 

-23/21 

2/7 

/ 3 + fl 

0 

1 

0 

1/3 

8/21 

-1/7 


V o 

0 

1 

-1/3 

-2/21 

2/7 


Luego, como resulta que A es equivalente a J 3 , cada sistema 
AXj = ei tiene solucion unica —por ejemplo, la solucion de 
AX 2 = e 2 es (—23/21, 8/21, —2/21)*— y la matriz buscada, X = 
(X!,X 2 ,X 3 ), es: 


( "VS 

-23/21 

2/7 

X = 1/3 

8/21 

-1/7 

V -1/3 

-2/21 

2/7 


X = 
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2.5 Matrices inversas 

En la seccion anterior, observamos que dada una matriz cuadrada 
A de orden n, si es equivalente a la identidad se podra encontrar 
una matriz X tal que AX = I, pero no sabemos si esta condition 
es necesaria para garantizar la existencia de X. Por otra parte, 
como el producto no es conmutativo, si existiera una matriz X tal 
que AX = I tampoco es razonable esperar que para tal matriz se 
tenga tambien que XA = I. 


Definition 2.13 (Matrices inversas) 

Sea A e M(n,lR). Una matriz B e M(n,M) se llama inversa 
izquierda de A si BA = I, y es inversa derecha de A si AB = I. 
Ahora, cuando AB = / = BA, B se llama una inversa de A y 
decimos que A es invertible. 


Ya se justified que, dada una matriz A n x n, si para cada 
i = l,2,...,n hay un vector columna Y, que sea solucion del 
sistema Ax = e*, entonces 


X = (X 1 ,X 2 ,... ,X n ) 

es una inversa derecha de A , es clecir, AX = I. 

Aplicando este mismo procedimiento a A*, en algunos casos 
sera posible encontrar una matriz Y tal que A*Y = /, o lo que es 
lo mismo, tal que 

Y ( A = I. 

Es decir, Y f es un inversa izquierda de A. Y aunque el principal 
problema es conocer las condiciones necesarias para que X y Y 1 
existan, si suponemos que existen, el siguiente teorema muestra 
que ambas matrices son la misma. 


Teorema 2.14 Si B es una matriz inversa izquierda de A y C 
una inversa derecha de A, entonces B — C. 
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Demostracion: Solo se requiere de la asociatividad del producto 
matricial. Por hipotesis BA = I y AC = /, 

luego B = B{AC) = (. BA)C = C. 


Entonces la existencia de inversa derecha e inversa izquierda 
garantiza la existencia de una matriz inversa, ahora se vera que si 
existe una matriz inversa esta debe ser linica. 


Teorema 2.15 Sea A £ M(n,IR). Si A es invertible su inversa 
es unica. 


Demostracion: Nuevamente el resultado deriva de la asociativi¬ 
dad del producto matricial. Si tanto B como C son matrices 
inversas de A entonces: AB = BA = I y AC = CA = /, 
luego B = BI= B(AC) = ( BA)C = IC = C. 


Corolario 2.16 Si A £ M(n,lR) es invertible entonces los sis- 
temas Ax = e, tienen solucion unica para i = 1,..., n. 


Demostracion: Si A es invertible existe B tal que BA = I = 
AB. Como ^4-B = I entonces la columna Bi de B es solucion de 
Ax = ti para i = 1 ,... ,n, (todos los sistemas son consistentes) . 
Por otro parte si algun sistema Ax = e.j tiene infinitas soluciones, 
entonces existen Bj y d distintos tales que ABj = ej = Ad. Ahora, 
sea C es una matriz igual que B , pero con su columna j cambiada 
por d entonces C es una inversa derecha de A distinta de B. Lo 
cual contradice el teorema (2.141 porque B es inversa izquierda y 
C es inversa derecha luego B = C. 


Este corolario da una condition necesaria para la existencia de 
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la inversa derecha de A: 

Ax = e* tiene solucion tinica para cada i = 1 ,,n 

lo que significa que la condicion de que A sea equivalente a la 
identidad es una condicion necesaria y suficiente para que exista 
X tal que AX = I. Por otra parte, si A es equivalente a la identi¬ 
dad, utilizando matrices elementales —las que se introducen en la 
siguiente seccion— resulta facil mostrar que A tambien tiene una 
inversa izquiercla. Entonces se deduce que una condicion nece¬ 
saria y suficiente para la existencia de la inversa de A es que A 
sea equivalente a la identidad, lo cual se resume en el siguiente 
teorema agregando un nuevo enunciado equivalente. 


Teorema 2.17 Si A es una matriz n x n, las siguientes proposi- 
ciones son equivalentes: 

i) A es invertible. 

ii) A es equivalente a la identidad. 

Hi) El rango de A es n. 


Los anteriores teoremas justifican que para calcular la matriz 
inversa de A sea suficiente determinar una inversa derecha, con el 
procedimiento ya establecido. 


Teorema 2.18 Sea A,B £ M(n,JR ) 

i) Si A es invertible, entonces A~ x es invertible y 

(A- 1 )- 1 =A. 

ii) Si A, B son invertibles, entonces AB es invertible y 

(AB)- 1 = B~ X A~ X . 


Demostracion: i) AA 1 = I = A 1 A=^A 1 A = I = AA 1 , 
luego (T -1 ) -1 = A. 
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ii) (AB)B~ 1 A~ 1 = A(BB~ 1 )A~ 1 = AA” 1 = I. Luego B^A” 1 
es una inversa derecha de AB. Similarmente se puede probar que 
B _1 A” 1 es una inversa izquierda de AB, luego se tiene que AB 
es invertible y (AB)” 1 = B~ 1 A~ 1 . 


Teorema 2.19 Si A £ M(n,M) es invertible, entonces A 1 es 
invertible y 

(A 4 )” 1 = (A” 1 ) 4 . 


Demostracion: Ver ejercicio[45j 


2.6 Matrices elementales 


Con la introduction de la matrices elementales de alguna manera 
volvemos al tema de sistemas de ecuaciones lineales, aunque esta 
vez, interesados en expresar el proceso de aplicar operaciones ele¬ 
mentales a una matriz como un producto de matrices, lo cual sera 
un valioso recurso para deducir nuevos resultados y equivalencias. 

Cada operation elemental fila, se puede asociar a una matriz 
llamada matriz elemental fila o simplemente matriz elemental, en 
la siguiente forma: 

Definition 2.20 (Matriz elemental) 

Se llama matriz elemental de orden m a toda matriz que se ob- 
tiene aplicando sobre la matriz identidad de orden m, una unica 
operacion elemental. Estas matrices se denotan: 


E(af,), E(fi, fj), E(afi + fj). 


utilizando la operacion elemental que la origina. 
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Ejemplo 2.10 Las siguientes son matrices elementales 3x3: 


E{ah) = 



y E(af 3 ) = 



E(fi,h) = 



y E(f 2 l f 3 ) = 



E(afi + f 2 ) 


1 0 0 \ 

a 1 0 y E(af 3 + f 2 ) 

0 0 1 ) 


1 0 0 \ 
Ola 
0 0 1 / 


2.6.1 Propiedades de las matrices elementales 

Las siguientes propiedades de las matrices elementales se com- 
prueban directamente haciendo las multiplicaciones matriciales 
respectivas. 


Teorema 2.21 1. Sea A £ M(m,n, 1R). Hacer una operacion 

elemental fila sobre A, es lo mismo que multiplicar esta ma- 
triz por la izquierda con la respectiva matriz elemental de 
orden in. Es decir, 


E(afi)A = 

B <= 

=> A aU , 

-» 

E(fi, fj)A = 

B <= 

fit fj 
-» 

E(afi + fj)A = 

B <= 

a °/» "t fj 
- > 


2. La matrices elementales son invertibles: 

(. E(afi))~ 1 = E(\fi), siempre que a ± 0. 
{EtfiJj))- 1 = E(fi,fj). 

( E(afi + /j)) _1 = E(—afi + fj). 
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Ejemplo 2.11 Sea A 

mentales 


1 0 2 \ 

—2 1 3 y las matrices ele- 

o —i —4 y 


EifiJs) 


0 0 1 \ 

0 10 yE(2f 1 + f 2 ) 

10 0 / 


1 0 0 \ 
2 10 
0 0 1 / 


Haciendo las multiplicaciones matriciales comprobamos que 

0 -1 -4 \ 

-2 1 3 y 

1 0 2 / 


/ 1 0 2 

E(2f! + f 2 )A = 0 1 7 

\ 0 -1 -4 

que es equivalente a hacer respectivamente las operaciones ele¬ 
ment ales que siguen: 



E(h,f 3 )A = 


2/l + /2 



2 

7 

-4 


La parte 1) del teorema anterior, permite describir el proceso 
de aplicar operaciones elementales a una matriz cle una manera 
bastante compacta que lo traslada al algebra de matrices. Asi la 
frase: 

“B es el resultado de aplicar operaciones elementales a A” 
se escribe tambien como: 


“existen matrices elementales E±, ■ ■ ■, E r , 
tales que ( E r ■ ■ ■ Ei)A = B 
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Con esto tenemos, que las tres frases siguientes expresan la misma 
idea. 


i) B es equivalente a A. 

ii) B se obtiene de A por medio de una secuencia de operaciones 
elementales. 

iii) Existen matrices elementales E\, ■ ■ ■, E r , tales que 

(E r --- Ei) A = B. 

/ 0 0 0 1 \ 

Ejemplo 2.12 Sea A = | 1 2 2 3 j 

\ 0 1 -1 2 / 

a. Calcular una matriz B escalonada y una matriz C escrita 
como producto de matrices elementales 3x3, tales que B = 
CA. 

b. Lo mismo que en a, pero B es escalonada reducida. 


Solucion: 


a. Es suficiente aplicar operaciones elementales sobre A hasta 
obtener una matriz escalonada. En efecto: 


/ 0 0 0 1 

A= 1 2 23 

\ 0 1 -1 2 


A) fi 

- > 


( 1 2 2 3 \ 

0 0 0 1 

\ 0 1 -1 2 J 


h, h 


( 1 2 2 3 \ 

0 1 -1 2 \=B 
\ 0 0 0 1 / 


Por lo tanto 

C = E(f 2 , f 3 )E(f 1 , f 2 ) = 


/ 10 0 \ /0 10 \ / 0 1 0 \ 

001100 = 001 

\0 10/\0 0 1 / \ 1 0 0 / 
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b. A partir de la matriz B se obtiene la forma escalonada re- 
ducida R: 


/ 1 2 2 3 

5 = 0 1 -1 2 

\ 0 0 0 1 


— 2/2 + fi 

-> 


/ 1 0 4 -1 \ 

0 1-1 2 

\ 0 0 0 1 / 


-2/3 + h 


( 1 0 4 -1 \ 

0 1-1 0 
\ 0 0 01/ 


/3 + fl 


/ 1 0 4 0 \ 

0 1 -1 0=5 

\ 0 0 0 1 / 


Entonces R = C\B donde C± viene dada por 


C 1 = E(f 3 + /i)5(-2/ 3 + f 2 )E(-2f 2 + fi) 


y como B = CA se tiene que R = C\CA con 
C\C = 

E{h + h)E{~2f 3 + h)E(-2f 2 + AWa./sWr./i) = 


/ 1 0 1 \ /10 0 \ / 1 —2 0 \ / 1 0 0 \ / 0 1 0 \ 
01001-2010001100 
\ 0 0 1 / \ 0 0 1 / \o 0 1/ \ 0 1 0 / \ 0 0 1 / 


Ahora volvemos a las condiciones necesarias y suficientes para 
la existencia de la matriz inversa, utilizando las matrices elemen- 
tales. 
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Teorema 2.22 Sea A £ M(n,lR). Las siguientes afirmaciones 
son equivalentes 

a. A es invertible. 

b. A es equivalente a I n . 

c. A es un producto de matrices elementales. 

d. A tiene una inversa derecha. 

e. A tiene una inversa izquierda. 


Demostracion: La estrategia de la prueba consiste en lo sigu- 
iente: primero se prueba a => b => c => a. Luego d •<=> c y 

a => b: existen R escalonada reducida y R±,... ,Rt matri¬ 
ces elementales tales que R = (i?i... Rt)A. Luego R es 
invertible y por tanto no tiene filas nulas, asi R = I n y A es 
equivalente a /„. 

b => c: A equivalente a I n => existen Ri ,..., R s matrices 
elementales tales que 

/„ = (i?i • • • R S )A. Se concluye que A = Rj 1 ■ ■ ■ R^ . 

c => a: cada matriz elemental es invertible, luego A lo es. 

d => c: sea B tal que AB = I y E \, • • •, E s matrices elemen¬ 
tales tales que A = (E\... E S )H con H escalonada reducida. 
Por tanto AB = {Ei ■ ■ ■ E S )(HB) = I. Si H no es la matriz 
identidad, entonces su fila ?r-esima es nula, luego HB no es 
invertible, lo cual es una contradiction. Asf, H = I, con lo 
que A = Ei ■■■ E s . 

Similarmente se prueba que e => c. Ademas es claro que c =>• d 
y que c => e. 


Este teorema muestra que la existencia de una matriz inversa 
derecha, es condition suficiente para garantizar la existencia de la 
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inversa. Tambien, la demostracion de la equivalencia c) justifica 
de una nueva forma el metodo de calculo de la matriz inversa, de 
la siguiente manera: 


Otra deduccion del algoritmo de computo de A 1 

Como se establecio en el teorema \2.22\ basta que A tenga una 
inversa derecha o una izquierda, para que sea invertible. Ademas 
tal inversa derecha o izquierda sera la inversa de A. Ademas como 
A debe ser equivalente a la identidad, entonces 

(E t ■ ■ ■ Ei)A = I =► A” 1 = Et ■ ■ ■ Ei 

donde Ei 1 ... ,E t son las matrices elementales que reducen a A a la 
identidad. Luego para determinar A -1 se procede de la siguiente 
forma: 


1) Se construye la matriz (A\I n ) nX 2 n 

2) Si Oi ,..., O t son las operaciones elementales asociadas a las 
matrices elementales Ei, ■ ■ ■, E tl que reducen A a la identi¬ 
dad, al aplicar estas operaciones sobre {A\I n ) se obtiene: 


(A|/ n ) _ ° x , = (EiA\Ei) ° 2 

(E 2 E 1 A\E 2 Ei) ■ ■ ■ ° n ~ l (E t _i ■ ■ ■ EiA\E t _i ■ ■ ■ Ei) 
° l (E t E t _i---EiA\E t E t _i---Ei) = (I^A" 1 ). 


3) Naturalmente si el proceso de calcular la escalonada reduci- 
da de A, no conduce a es porque A no es equivalente a 
la identidad y por lo tanto no es invertible. 

/ 2 0 0 \ 

Ejemplo 2.13 Sea A = I 4 3 0 j 

V 6 2 1 J 


a) Escriba A 1 como un producto de matrices elementales. 
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b) Escriba A como un producto de matrices elementales. 


Solucion: 


/ 2 

0 

0 

1 

0 

°\ 

4 

3 

0 

0 

1 

0 

\ 6 

2 

1 

0 

0 

1 J 


\h 


( 1 

0 

0 

1 

2 

0 

°\ 

4 

3 

0 

0 

1 

0 

\ 6 

2 

1 

0 

0 

1 J 


■4/l + f'2 

( 1 

0 

0 

1 

2 

0 

0 \ 

■ 6 / 1 + / 3 | 

0 

3 

0 

-2 

1 

0 


V 0 

2 

1 

-3 

0 

1/ 



/ 1 0 0 
0 10 
\0 2 1 



- 2/ 2 + h 

- > 


/ 1 0 0 
010 
\ 0 0 1 


0 


1 

3 


0 

0 

1 


Por lo tanto 


A- 1 = 

E{- 2/2 + h)E{^h)E{-Ah + f 2 )E(-6f 1 + h)E{ l -h) 



De acuerdo con el resultado anterior se tiene que 
A = 


(\ 0 0 v v 10 0\-y 10 0 y y 10 0 y y 1 00 

010 010 -410 0|0 0 10 

\ 0 0 1 / \ —6 0 1 / \ 001 / \ 001 / \0 —2 1 


/ 2 0 0 \ / 1 0 0 \ / 1 0 0 \ / 1 0 0 \ / 1 0 0 \ 
010 010 410 030 010 

\ 0 0 1 / \ 6 0 1 / \ 0 0 1 / \ 0 0 1 / \ 0 2 1 / 


-1 
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= E( 2/0 E( 6A + / 3 ) S(4/x + / 2 ) £7(3/!) E(2f 2 + / 3 ) 


2.7 Independencia lineal de vectores 


Si A es una matriz n x ?n, recordemos que el rango de A establece 
el maximo numero de ecuaciones sin redundancia del sistema ho- 
mogeneo Ax = 0 y el minimo numero de ecuaciones a que se puede 
reducir el sistema Ax = 0, sin alterar su conjunto solucion. 

Esta interpretation para el Rng (A) extrae information sobre 
las filas de A, ahora nos ocuparemos principalmente de sus colum- 
nas introduciendo conceptos que daran nuevas interpretaciones 
para el rango de A y mas information sobre los sistemas Ax = 0 
y Ax = b. 

2.7.1 Combinacion lineal de vectores 

Consideremos un sistema de ecuaciones lineales, n x m, Ax = b y 
su escritura columnar: 

XiAi + x 2 A 2 + • • • + x m A m = b 

donde A = (AiA 2 ... A m ), con Ai £ lR n la f-esima columna de A 
y x = {x\,x 2 ,... jXmY- Si para determinado b £ IR n , el vector 
x = (xi, x 2 ,..., x m y es solucion de Ax = 6, entonces b puede 
expresarse como: 

b = X\A\ + x 2 A 2 + • • • + x m A m 

y se dira que b es combinacion lineal de los vectores columna 

tii, ti 2 , • • •, ti m . 

Ejemplo 2.14 Resolviendo el sistema 
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se obtiene la siguiente forma escalonada reducida, de su matriz 
aumentada: 


(1 

0 

- 1 5 \ 

0 

1 

-2 3 

V 0 

0 

0 0/ 


Luego la solucion del sistema es S = {(5 + s, 3 + 2s, s)*|s € -2?}. 

Si se elige una solucion de Ax = b como (6,5,1)*, s = 1, se 
tiene entonces que: 



Es decir, (—1,13,15)* es combinacion lineal de los vectores colum- 
na de la matriz del sistema. 

Definicion 2.23 (Combinacion lineal de vectores ) 

Sean V\, V 2 , ■ ■ ■, v r vectores de IR n . Se llama combinacion lineal 
de los vectores v\,v 2 ,... ,iy, a cualquier vector v de la forma: 

v = a\V\ + a 2 v 2 + ■ ■ ■ + a r v r 

donde aq,..., a r son cualesquiera numeros reales. 

A1 conjunto de todas las combinaciones lineales de Vi, v 2 ,..., v r 
lo denotamos como: 

C£{vi,v 2 , ■ • •, v r } = {aiVi + a 2 V 2 + ... a r v r \ai,... a r € 1R} 

Ejemplo 2.15 El vector v = (—10,4)* es combinacion lineal de 
los vectores u = (1, 5)* w = (4,2)* porque 



note que lo anterior se puede escribir como: 



Esto muestra que al multiplicar una matriz por un vector , el 
vector que resulta es una combinacion lineal de las columnas de 
la matriz. 
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Ejemplo 2.16 En la matriz del ejemplo de la pagina[47] “Posi- 
ciones de la Primera Division”, se tiene que los vectores columna 
de esta tabla: PJ, PG, PE, PP G IR 12 , satisfacen la relation 

PJ = PG + PE+ PP, 


es decir, PJ es combinacion lineal de PG, PE y PP. 


Tambien en la tabla del ejemplo Notas (pagina 48 1 , tenemos 
que los vectores columna: P\ “Parcial 1”, P 2 “Parcial 2”, P 3 “Par¬ 
tial 3”, Q “Quices”, E “Escolaridad” de 1R 9 , satisfacen : 


E = 0.32Pi + 0.32P 2 + 0.32P 3 + 0.04Q. 

Es decir la nota “Escolaridad” es una combinacion lineal de los 
parciales y los quices. 


2.7.2 Dependencia e independencia lineal 

Definition 2.24 (Vectores linealmente independientes ) 

Los k vectores u\, u 2 , ■.., Uk de IR n son: 

• linealmente independientes, y se escribe Li., si ningun vec¬ 
tor Ui, 1 < i < k, es combinacion lineal de los restantes 
vectores. 

• linealmente dependientes, y se escribe id., si alguno de ellos 
es combinacion lineal de los otros, 0 sea, si no son l.i. 


Ejemplo 2.17 En el caso ejemplo (Posiciones de la Primera Di¬ 
vision pagina[47]), tenemos que los conjuntos{PG, PE, PP, PJ} es 
l.d. y {PG, PE, PP} es l.i. En la tabla de notas {Pi, P 2 , P 3 ,Q, E} 
es l.d. 

Aunque la anterior definition refleja muy bien la principal ca- 
racteristica de los vectores linealmente independientes, no provee 
de un metodo apropiado para verificar dicha caracteristica en un 
conjunto especffico de vectores. Los siguientes resultados reme¬ 
dian esta situation. 

Sean U\,U 2 , ■ ■ ■ ,Uk vectores de IR n y supongamos que uno 
de ellos es combinacion lineal de los restantes. Para simplificar 
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suponga que Uk es combinacion lineal de U\,U2, ■.. ,Uk-i- En- 
tonces: 


Uk — CXiUi + CX2U2 + . . . + CXk—lUk—l 


oqiti + 012U2 + • • ■ + ak-iUk-i — Uk 


1 


( aq > 



U1U2 ...Uk 

) 


OLk -1 


loj 


0 


n 


Luego el sistema homogeneo Ax = 0, donde A = (u±U 2 ■ ■ ■ Wfe), 
tiene una solucion x = (aq,..., ak-i, —1 )* que claramente es dis- 
tinta de 0 n . Esto significa que Ax = 0 tiene infinitas soluciones, 
o sea, tiene soluciones no nulas. 


Inversamente, si partimos aceptando que Ax = 0 tiene solu¬ 
ciones no nulas, entonces supongamos que x = (aq,..., a*,) 4 es 
una de estas soluciones y, por ejemplo, que aq ^ 0. Entonces: 


Ax = Cb 

aiUi + a 2 U2 + ■ ■ ■ + ctkUk = 0 ,- 


— OLo 

= -aT M 2 ■ 


-OLk 

Q'l 


Uk- 


Luego U\ es combinacion lineal de U 2 , ■ ■ ■, 

En resumen, los dos siguientes enunciados son equivalentes: 


• Uno de los vectores U\, U 2 , ■ ■ ■, es combinacion lineal de 
los restantes. 

• El sistema homogeneo Ax = 0, donde A = (u±U 2 ■ ■ ■ Wfc)> 
tiene soluciones no nulas. 


Y tambien son equivalentes las respectivas proposiciones negati- 
vas: 


• Los vectores u\, U 2 , ■ ■ •, Uk son l.i. 

• El sistema homogeneo Ax = 0, donde A = {u\U 2 ---Uk), 
tiene solucion unica. 
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Por otra parte, la frase u Ax = 0 tiene solution unica” es equi- 
valente a la proposicion: 0 = Ax => x = 0, la que se suele escribir 
como: 

0 ra = X\U\ + x 2 U 2 + ■ ■ ■ + XkUk => Xi = x 2 = ■ ■ ■ = Xk = 0 

Con lo que se obtiene la clasica proposicion equivalente para el 
enunciado “{tq, w 2 , ■ ■ ■, Uk} es Li.” clada como definicion o teore- 
ma en la mayorfa de libros de Algebra Lineal. 

Teorema 2.25 Un conjunto {iq, iq,..., Uk} de vectores en lR n 
es linealmente independiente si y solo si 

0 „ = cqrq + a 2 U 2 H-+ akUk => eq = a 2 = ... = cq = 0 

En otros terminos, tq, 112 , ■ ■ ■, Uk son Li. si y solo si el vector cero 
es combinacion lineal de dichos vectores solamente de la manera 
trivial, es decir, con todos los escalares at = 0 , i = 1 , 2 ,..., k. 

Ejemplo 2.18 Demostrar que los vectores iq = (1,3, 2) t ,u 2 = 
(—3,0,1)* y U 3 = (—1,2,0)* son linealmente independientes. 

Demostracion: Usando el teorema anterior, se probara que la 
proposicion 

0 3 = cqui + a 2 U 2 + a 3 u 3 => cq = a 2 = 03 = 0 

es cierta. 

O 3 = <qtq + a 2 w 2 + a 3 u 3 



Reduciendo a la forma escalonada reducida, la matriz aumentada 
de este sistema se obtiene: 

/ 1 0 0 0 \ 

0 10 0 

\ 0 0 1 0 ) 
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Por lo que el sistema tiene solucion unica: a\ = a 2 = <23 = 0 y 
por lo tanto 


0 3 = a-iui + a 2 u 2 + 03^3 => a\ = a 2 = a 3 = 0 . 


Luego el conjunto { 111 , 112 , 113 } dado es linealmente indepen- 
diente. 


Como se ha visto: 



Esto nos lleva a agregar una nueva proposition equivalente a las 
dadas en los teoremas | 1 . 12 | en pagina[3T]y |2.17| en la pagina [M| y 
a formular un nuevo teorema que resume estas equivalencias: 


Teorema 2.26 Si A es una matriz n x n, las siguientes proposi- 
ciones son equivalentes. 

i) A es invertible. 

ii) A es equivalente a la identidad. 
in) Rng(A) = n. 

iv) Ax = 0 tiene solucion unica. 

v) Ax = b tiene solucion V & £ 1R 11 . 

vi) Las columnas de A son l.i. 


2.7.3 Mas interpretaciones para el rango 

En esta seccion nos proponemos reconocer que el rango de una 
matriz A, ademas de corresponder al maximo numero de ecua- 
ciones de Ax = 0, sin redundancia, tambien es el maximo numero 
de columnas de A l.i. Y para simplificar las notaciones requeri- 
das en una demostracion formal, trabajaremos con una situation 
particular, pero que ilustra las ideas generales. 
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Supongamos que A = (AiA 2 A 3 A 4 A 5 ) es una matriz 4x5 
cuyas columnas se denominan Ai, A 2 , A 3 . A 4 y A 5 . Y que la 
siguiente matriz R es una forma escalonada equivalente a A, 


R = 


1 * * * * \ 

0 0 1 ** 

0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 / 


donde cada * puede ser sustituido por cualquier numero real. 

Veamos en primer lugar que las columnas de una forma esca¬ 
lonada, que contienen algiin primer 1 (de alguna fila), son l.i. En 
el caso ilustrado esta columnas son la 1, 3 y 5. Y son l.i. porque el 
siguiente sistema tiene solution unica, lo que se verifica facilmente 
resolviendo mediante sustitucion hacia atras. 


/ 1 * * 

0 1 * 

0 0 1 

\ 0 0 0 




En segundo lugar las restantes columnas de la escalonada son 
combination lineal de las columnas a su izquierda que contengan 
un primer uno. Por ejemplo, la columna 4 de R es combination 
lineal de las columnas 1 y 3. Lo que puede reconocerse porque 
es claro que el siguiente sistema tiene solution, sin importar los 
numeros que se sustituyen con *. 



De esto se deduce que entre las columnas de R hay a un maximo 
de 3 (Rug (A)) columnas l.i.: 

• primero, hay tres columnas que son l.i. (las que contienen 
un primer 1) 

• y segundo, si se agrega cualquier otra columna, se agrega 
una que es combination lineal de las anteriores, con lo que 
el conjunto resultante seria l.d. 
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La idea entonces es que en una matriz escalonada: a) hay 
tantos primeros unos en sus filas como filas no nulas (el rango de 
A), b) hay tantas columnas l.i. como primeros 1 y c) si al conjunto 
de columnas con primeros 1 se agrega cualquier otra, el conjunto 
resultante es l.d., entonces el Rng (A) es el maximo numero de 
columnas l.i. de una escalonada equivalente a A. 

Ahora, lo que se dice para las columnas de R tambien se puede 
decir para las respectivas columnas de A. Esto porque si R es una 
forma escalonada equivalente a A, entonces existen E\, E 2 ,. ■., Ek 
matrices elementales tales que 


Ek ■ ■ ■ E\A — R — (i?i, i? 2 > R 3 1 A-4, R 5 ) 

(aquf se supone nuevamente que R y A tienen la forma elegida 
anteriormente) luego para cada columna Ri de R se tiene que: 

Ek ■ ■ ■ Ei Aj = Ri. 

De esto se deduce que para cualquier election de columnas de A, 
por ejemplo Ai, A 3j A 5 , los sistemas de ecuaciones homogeneos: 

(AiA 3 A 3 )x = 0 y (R\R 3 R 3 )x = 0 

son equivalentes, es decir, ambos tienen solution unica o ambos 
tienen infinitas soluciones. 

Luego si R \, R 3 , R 5 son l.i. entonces A 1; A 3 , A 5 son l.i. y si 
Ri, R 3 , Ri son l.d. entonces A\, A 3 , A 4 son l.d. 

Finalmente podemos establecer que: 

El Rng (A) es el maximo numero de columnas 
l.i. de A. 

Esta nueva interpretation para el rango de A extrae informa¬ 
tion sobre las columnas de A, sin embargo, los siguientes teoremas 
permiten dar la misma interpretation respecto a las filas de A. 


Teorema 2.27 Para toda matriz A £ M(n,m, 1R), 


Rng (A) < Rng (A*). 
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Demostracion: Supongamos que Rng (A) = r y que H es la 
matriz escalonada reducida equivalente con A, luego tenemos: 


• H tiene rango r. 

• Existen E \,..., E p matrices elementales tal que 

E p ■ ■ ■ EiA = H con E p ■ ■ ■ Ei = E. 

• H tiene en sus columnas r-vectores canonicos diferentes de 

lR n que denotamos como e s ^ con s(i) £ i = 


De la igualdad EA = H se sigue que EA S ^ = e s (q con A s ^ la 
s(«)-esima columna de A y como E es invertible tenemos que el 
conjunto de las columnas de A 


{^s(l) ; ■ ■ ■ i ^s(r) } ^s(l) > • ■ • 7^s(r)} 


es linealmente independiente (ver ejercicios 42 y |43[|, esto es que 
A 4 tiene al menos r filas linealmente independientes, por lo tanto: 


Rng (A) < Rng (A*). 


Corolario 2.28 Para toda matriz A £ M(n,m, JR), 
Rng [A) = Rng [A 1 ). 


Demostracion: Aplicando el teorema anterior a A y A t tenemos 
que Rng (A) < Rng (A*) y Rng (A*) < Rng((A*) t ) = Rng (A) 
por lo tanto: 


Rng (A) = Rng (A*). 
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Asf el rango de A tambien puede interpretarse como el maximo 
numero de filas l.i. en A, con lo cual obtenemos la igualdad entre: 

• Maximo numero de ecuaciones sin redundancia en Ax = 0. 

• Maximo numero de filas l.i. de A. 

Y se ligan las ideas de “independencia lineal” con “information 
sin redundancia” y la de “dependencia lineal” con “existencia de 
information redundante”. 


2.8 Ejercicios 


1. Considere las siguientes matrices: 


A = 



,B = 



C = 



Si las siguientes operaciones estan bien definidas, calcule la 
matriz result ante: 


a) A + 3/3 
c) (A-B)(A + B) 
e) CC f 


b) (A - B)C 
cl) A 2 - B 2 
f) C rt C 


2 . Sean A = 



, y b = 



a) Efectue las siguientes operaciones: 

1) A - 3 / 3 2) (A 2 + A — 3/ 3 ) 

3) (A — 3Is)(A 2 + A — 3 / 3 ) 4) gti(— A“ + 2A + 6 / 3 ) 

b) Verifique que — B 3 + B 2 + 5B — I 3 = 0. Y deduzca que 
C = —B 2 +B+5I 3 tiene la propiedades: CB = I y BC = I. 
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3. Para que valores de x se cumple que: 


(*,4,1) 1 -1 2 

\ 0 2 4 


2 10 



= 0 


4. ^Cual es el efecto sobre las filas (o columnas) de una matriz 
A si la multiplicamos por la izquierda ( o derecha) por una 
matriz diagonal? 

5. Demuestre que la suma de dos matrices de la forma 



triz de la misma forma. 

6 . Sea E pq la matriz de 2 x 2 que contiene un 1 en el lugar 
pq —esimo y el elemento 0 en los demas lugares. 

a) Obtenga En, E 12 , E 2 i, E 2 2 - 

b) Encuentre los reales a, b , c, d tales que: 



7. Sea S € M(n,M) tal que Se, = et,i = 1 ,---,n, donde 
G IRA, son los vectores canonicotJ^J Deduzca que 

S = I n . 


8 . Sea Ay B de orden n y sean 

C\ = ol\A + pi B', C 2 = 0 L 2 .A + P 2 B 

donde cty, a 2 , Pi, P 2 son escalares tales que otip 2 7 ^ ctzPi- De- 
muestrese que C 1 C 2 = C 2 C 1 si y solo si AB = BA 

9. Proponga un ejemplo, no trivial, de matrices Ay B de orden 
3, tales que 


A 3 -B 3 = (A- B)(A 2 + AB + B 2 ). 


6 ei vector con un 1 en la posicion i— esima y el resto de sus entradas 
iguales a cero 
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10. Si AB = BA, se dice que las matrices Ay B son conmutativas 
o que conmutan. Demuestrese que para todos los valores de 
a, b, c, d, las matrices 


A = 


■b a) Y B= ( -d c) COnmutan - 


11. a) Demuestrese que cualesquiera dos matrices diagonales 
del mismo orden conmutan. 

b) Sumimstrese una formula para D p clonde D es diagonal 
ypes un entero positivo. 


12. Consideramos un conjunto de n estaciones entre las cuales 
puede o no haber comunicacion. Denotemos esta situation en 
una matriz A = ( atj ) donde: 


a ij ~ 


1 si hay comunicacion de i a j. 
0 si no hay comunicacion. 

0 si * = j. 


A continuation se indica la matriz de comunicacion entre cua- 
tro estaciones. 

/ 0 1 0 1 \ 

1 0 0 1 

110 0 
\ 0 1 1 0 / 

a. ) Escriba el diagrama correspondiente. 

b. ) Calcule A + A 2 e interprete el resultado. 

13. Calcule las matrices inversas derechas de: 



14. Si es posible, determine una inversa derecha de A, y si existe 
verifique que tambien es una inversa izquiercla. 

/ 1 1 0 

A= 0 1 1 

\ 1 0 1 


15. Verifique que para cualquier valor de 6 


f cos 9 

— sen 9 \ 1 / 

cos 9 

— sen 9 \ 

\ — sen 9 

— cos 9 1 \ 

— sen 9 

— cos 9 ) 
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16 . Demuestre que si una matriz cuadrada tiene una fila de ceros, 
entonces no puede tener inversa. Analogamente si tiene una 
columna de ceros. 


17 . Si A es invertible, B escalonada y A equivalente a B, ^que 
forma general tiene B7 

18 . Sea A una matriz triangular. Probar que A es invertible si y 
solo si an / 0 para todo i. 


19 . Encuentre la inversa de cada una de las siguientes matrices, 
clonde ki, fc 2 , k$, ki y k son escalares diferentes de cero. 


/ fci 0 0 0 \ 

0 k 2 0 0 

0 0 k 3 0 ’ 

\ 0 0 0 ki 


/ 0 0 0 kx \ 

0 0 k 2 0 

0 k 3 0 0 ’ 

\ fc 4 0 0 0 / 


/AO 0 0 \ 
1 k 0 0 
0 1 H 
\ 0 0 1 k ) 


20 . Encuentre la matriz B que satisface la ecuacion 


A(B t + C) = D, con 


/ 1 -1 0 

A= 0 10 

\ 0 0 3 


c = 


1 2 
3 4 
0 5 



1 

0 

3 


21. a) Sea A e M(n, JR) tal que A 3 = 0. Demuestre que 
I + A + A 2 es la matriz inversa de / — A. 

( 0 1 6 \ 

b) Sea 1= 0 0 4 I. Verifique que A 3 = 0 y utilice 

\ 0 0 0 / 

el resultado en a) para determinar la inversa de 



22 . Suponga que A es una matriz 2 x 1 y B una matriz 1x2. 
Demuestre que C = AB no es invertible 

(l 2 1 \ 

23 . Sea A = 3 4 2 1. Calcule una matriz C invertible tal 

V 0 5 3 / 

que CA sea triangular con los elementos en la diagonal iguales 


a uno. 
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24 . Sea A = 



a. Calcular una matriz B escalonada y una matriz C escrita 
como producto de matrices elementales 3x3, tales que 
B = CA. 

b. Lo mismo que en (a), pero con B es escalonada reducida. 


25 . 


1 0 1 

a) Pruebe que A= | 2 3 6 

6 -3 -4 


no tiene inversa. 


26 . 


b) Calcule una matriz E escalonada y expresela como 
E = (Fk ■ ■ ■ F\)A donde i 7 ), • • • ,Fk son matrices ele¬ 
mentales. 

a) Exprese en la forma Ax = b con A matriz, x, b vectores 
columnas, la relacion siguiente: 

b) Idem con xA = b, x, b vectores filas 
2(-l, 3,5) + (1,1,1) - (2,0,3) = (-3,7,8). 


27 . Sea A = 


12 3 
4 5 6 


a) Decida si los siguientes vectores columnas pertenecen al 
conjunto de las combinaciones lineales de las columnas 
de A: 

x i = (1,5)* x 2 = (a, by 

b) ^Son los vectores x\ = (5, 7, 9) 4 x 2 = (5,7,10)* combi¬ 
naciones lineales de las filas de Al 

c) Encuentre condiciones sobre a, 5, c de modo que el vector 
x = (a, 6, c)* pertenezca a las combinaciones lineales de 
las filas de A. 


28 . Sea A = 


1 - 1 

2 -2 


a) Encuentre una combinacion lineal de las columnas de A 

/ 3 n 

que sea igual al vector b = ( 
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b) Usando b 


3 

0 


muestre que el problema anterior no 


siempre tiene solucion . 


c) Deduzca, sin hacer calculos, el rango de las matrices: 

(A&) = ( 2 —2 0 ) . (- 4 , b) = ( 2 Z\ o) 


29. a) ^Cual es la combinacion lineal de las columnas de A = 


2 ^ j que es igual al vector b = 

b) ^Cual es el rango de ( Ab ) = 


1-15 
2 3 0 


30. 


a) Exprese el vector (—5,4, —9) como combinacion lineal de 
los vectores (1, 2, —1), (5,3, 2) y (11,8,3), de dos maneras 
diferentes. 


b) Si A 


2 3 1 \ 

1 2 1 y b 

-14 0 / 



Exprese b como 


combinacion lineal de las columnas de A. ^Cuantas ma¬ 
neras hay de hacer esto? Considere el caso Ax = 0, ^son 
los vectores columna de A , l.i.? Justifique. 


31. Sea A una matriz 3x3, cuyas columnas Ai,A' 2 , A 3 satisfacen 
que: 


A3+A2+A3 


(0) , AI+2A3 


y A 1 -A 2 + 2 A 3 



i) Determine una matriz B tal que AB = I 3 . 

ii) ^Las columnas de A son l.i.? Justifique su respuesta. 


32. ^Para cuales valores de a el conjunto de vectores 

{(1,2a, 0)*, (1, —3, a + 1)*, (0,1, —4)*} 
es linealmente dependiente? 

33. Considere los vectores en M 3 : u = (fc,l,l), v = (l,fe,l) y 
w = (1,1, k). 

^Para que valor o valores del parametro k, si existen, 
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a) ( 1 , 1 , 1 ) no es combinacion lineal d e u, v y wl 

b) el vector (1,1,1) G CC{u, v, te}? 

c) el vector ( 1 , 1 , 1 ) se expresa como combinacion lineal de 
u, v y w de manera linica? 

34. Sean u , v, w vectores de JR :i tales que {u,w} es l.i. y 
u + v — w = 0. 


a) ^Es el conjunto {2 u — w, w + 2 u} l.i.? Justifique. 

b) ^Es el conjunto {2 u — w, w — 2 u} l.i.? Justifique. 

c) Sea W la matriz con columnas iguales a los vectores 
— u, 2v, —w. ^Cual es el rango de W? 

35. Sean u = (1,2, —1), v = (0,1,2), y w = (—1, 0,5). Responda 
con cierto o falso y justifique su respuesta. 

a) (0,2,4) es combinacion lineal de {u, v}. 

b) (0, 0,0) y w pertenecen a C£{u, v}. 

c) {u,v,w} es un conjunto de vectores l.i. 

d) Existen escalares a,/3 y 7 , no todos nulos, tales que 
(0,0,0) = au + (3v + jw. 

36. Sea A una matriz cuyas columnas son los vectores de 1R 4 , 
vi,t> 2 ,V 3 , y V 4 . Suponga que S = {(s, — s, 0,2s) t |s G JR}, es 
el conjunto solucion de Ax = 0. Especifique si las siguientes 
afirmaciones son ciertas, falsas o no hay suficiente information 
para decidir y justifique su respuesta. 

a) V 2 = V\ + 2 V 4 . 

b) El sistema Ax = b tiene infinitas soluciones V b G 1R 4 . 

c) Toda matriz escalonada equivalente a A tiene al menos 
una fila de ceros. 

d) Existe un vector columna x G 1R, x yf 0, tal que 
x*A = 0. 

/ 1 0 1 0 \ 

37. Sea ^4= 1 0 1 0 =(itvu> O 3 ), donde u, v, w, 

\ -1 1 0 0 / 

y O 3 son los vectores columna de A. En cada caso, responda 
con cierto, falso o no hay suficiente information para decidir. 
Justifique sus respuestas. 
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a) El conjunto de vectores {v,w, O 3 } es l.i. 

b) ( 2 , 2 , — l ) 4 y (0, 0,1)* pertenecen a C£{u, v, w}. 

c) Rng (A) < 3 y por lo tanto Ax = 0 tiene soluciones no 
nulas. 

d) A es equivalente, por operaciones fila, a la matriz 

/ 0 0 0 0 \ 

-1 1 0 0 . 

\ 10 10 / 

e) (0, 0,0,1)* y u+v — w son elementos en { x £ 1R 4 \Ax = 0} 
(nucleo de A). 

38. De ejemplos de una matriz 3 x 4 de rango 2 y otra de 3 x 2 
de rango 1. Verifique que sus transpuestas tienen el mismo 
rango. 

39. Sea {iq, V 2 , ^ 3 } un conjunto l.i. de vectores de IRA, A = 
(V 1 V 2 V 3 ) la matriz cuyas columnas son los vectores dados y 
b = 2 v 2 — V\ + v$. 

(a) ^Cual es el conjunto solution de Ax = 0? Razone su 
respuesta sin usar los teoremas rays 

(b) ^Cual es el conjunto solution de Ax = 6? Razone su 
respuesta sin usar el teorema |1.9| 

40. Si x,y son vectores no nulos, demuestre que {x,y} es l.d. si 
y solo si, existe a £ M tal que x = ay. 

41. Sea el conjunto {x,y} l.i., con x,y £ lR n . Demuestre que: 

i) los conjuntos: {a:, ax + y}, {x — y, x + y}, son l.i. 

ii) el conjunto {x — y, y — a:} es l.d. 

42. Demuestre que cualquier subconjunto de JR™ formado por vec¬ 
tores canonicos diferentes es linealmente independiente. 

43. Sea {ui,..., v r } un conjunto de vectores de IRA linealmente 
independiente. Si A £ M(n,IR) es invertible, entonces el 
conjunto {Av 1 ,..., Av r } es linealmente independiente. 

44. Sea A £ M(n,lR). Se llama traza de A a la suma de los 
elementos de su diagonal principal. Denotamos 

n 

Traza de A = tr(A) = an 
i =1 
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Demuestre que: 

i) tr(A) = tr(A*) 

ii) tr(A + B) = tr(A) + tr (B) 

iii) tr(AB) = tr (BA) con B £ M(n,lR) 

iv) tr(aA) = a tr(A) clonde a £ JR. 

45. a) Sea A = (1,2,3) Calcule AAd, A t A. 
b) Demuestre que 

i) {A + By = A* + B l con A,B £ Ad (n, m, 1R). 

ii) (ABy = B t A t con A £ M(n,m, UR), B £ M(m,p, 1R). 
ii) (A*) -1 = (A~ 1 ) t con A £ AI{n,IR) 1 A invertible. 

46. Demuestre que si x,y £ IR n entonces la matriz xy * + yx* es 
simetrica. 


47. Sea P £ M(n, 1R), P es ortogonal si PP l = P l P = 

a) Demuestre que P es una matriz ortogonal, donde 


/ I 

1 

1 


2 

2 

2 

2 

1 

71 

1 

"71 

0 

0 

i 

i 

2 


71 

71 

“7s 

U 

i 

i 

i 

3 

V 2y/Z 

2^3 

2-\/3 

2\/3 / 


b) Bajo que condiciones para a y b la matriz siguiente es 
ortogonal. 

a + b b — a 
a — b b + a 

c) Demuestre que si x £ lR n , x y 0 



In 


^ t 
—— XX 

x z x 


es una matriz simetrica y ortogonal. 
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( 2 -1 \ 

48. a) Sea A = ( I. Resuelva el sistema Ax = 0 y 

defina una matriz B, 2x3, no nula tal que AB = 0. 

b) Sea A una matriz n x n, no invertible. Pruebe que existe 
una matriz B, n x m tal que B ^ 0 y AB = 0. 

49. Supongamos conocida la matriz 


A = 


a b c 
d e f 


a) Pruebe que el problema de calcular r, s , x, y, t, w tales 
que 


1 0 
0 1 


x y 
t w 


a b c 
d e f 


es equivalente a resolver por separado un par de sistemas 
de la forma Lz\ = C\ y Lz 2 = C 2 donde C\ y C 2 no 
dependen de la matriz A. 

b) Encuentre una condition sobre las entradas de A de mo- 
do que el problema tenga solucion iinicE 0 

50. Sea A una matriz n x n. Pruebe que las siguientes proposi- 
ciones son equivalentes 


a) A es invertible. 

b) El conjunto solucion de Ax = 0 es S = {0}. 

51. Sea AeM ( n,IR. ), demuestre que: 

A es invertible <*=> Rng (.A) = n. 

52. Sea X £ M(n, m, 1R). 

(i) Si X f X = 0 entonces X = 0. 

(ii) Sean P,Q £ M(q,m, 1R) tales que PX t X = QX t X, en¬ 
tonces PX 4 = QX f . Sugerencia: si Y = X(P — Q)* 
verifique que Y l Y = 0. 

7 Para resolver esta parte del ejercicio se recomienda usar determinantes, 
por lo que se sugiere estudiar primero el siguiente capftulo de este texto. 
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53. Demuestre que si A, D € M(n, IR), D es diagonal con elemen- 
tos no negativos, entonces 

AD P = D P A para algiin p si y solo si AD = DA. 
Indie: Calcule la entrada ij cle AD P , D P A , AD y DA 



Capitulo 3 

Determinantes 


Alin cuando los determinantes reducen las matrices cuadradas a 
un simple niimero, y se podria pensar que en dicha reduction 
se pierde toda information util aportada por la matriz, resulta 
sorprendente la relation de este niimero con otros conceptos. Para 
comenzar, si este niimero es cero el conjunto de las columnas de 
la matriz son vectores l.d. (la matriz no es invertible), cuando es 
distinto de cero los vectores columna son l.i. y aiin mas, puede 
interpretarse como el volumen del paralelepipedo engendrado por 
sus columnas. Esta ultima interpretation se vera, para n = 3, 
cuando se estudie el producto cruz, en el capitulo siguiente. 

Por otra parte, los determinantes dan formulas explicitas para 
resolver los problemas Ax = b y A -1 , que aunque no son im- 
portantes desde el punto de vista computational, si resultan de 
gran utilidad para resolver otros problemas en el calculo y las 
ecuaciones diferenciales. Finalmente, tal vez, su ligamen mas im- 
portantes sea con los valores propios: para una matriz A, los va- 
lores propios de A son los escalares A tales que el determinante de 
A — XI es cero. Estos escalares juegan un papel muy importante 
en el algebra lineal y a ellos se dedicara el ultimo capitulo de estos 
materiales. 
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3.1 Propiedades definitorias de la fun- 
cion determinante 


El calculo de la funcion determinante no es un problema dificil 
para matrices de orden pequeno, sin embargo, las distintas for¬ 
mas generales para definirlos resultan complejas. Nosotros hemos 
elegido definirlos, mediante su “desarrollo por menores”, pero 
antes de hacerlo conviene ilustrar un caso particular y familiari- 
zarnos con las propiedades esenciales que caracterizan la funcion 
determinante. 


Ejemplo 3.1 Para matrices A £ M(2,R), A 
funcion determinante, D , se define por: 


a b 
c d 


D : M(2, R ) -, R 

A -> D(A) = ad — cb. 


la 


Otras notation usuales para D son: 


D{A) = det(ti) 


a b 
c d 


Facilmente se verifica, mediante el calculo directo, que la funcion 
D posee tres propiedades basicas: 


1. D es lineal en cada fila. Esto significa que para toda matriz 
A y (xi, X 2 ), ( 2/1 , 2 / 2 ) € R 2 , a £ R-, se debe cumplir : 


Xi + ayi 

c 

X 2 + ay 2 

d 


X\ 

c 

X 2 

d 

+ a 

yi 

c 

yi 

d 

a 

b 


a 

b 


a 

b 

xi + ayi 

x 2 + ay 2 

— 

Xi 

x 2 

H - Gl 

yi 

yi 


Para el caso de la primera fila se tiene: 

= (%i + ayi)d - c(x 2 + ay 2 ) = 


xi + ay 1 x 2 + ay 2 
c d 
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(xid - cx 2 ) + a(yid - cy 2 ) 


Xl 

c 


x 2 

d 


y i 

c 


V2 

d 


Similarmente se deduce la linealidad de D en la segunda fila. 

2. D es alternada. Es decir, si dos filas adyacentes son iguales, 
entonces D vale cero: 


x y 
x y 


= xy — xy = 0. 


3. D{I 2 ) 


1 0 
0 1 


1 - 1 - 0-0 = 1 . 


Estas tres propiedades caracterizan la funcion determinate. Es 
decir, las restantes propiedades enunciadas en los teoremas |3.2||3.3| 
y 3.4 se pueden deducir de estas. Y cualquier funcion de M(n, 1R) 


a IR que tenga estas tres propiedades es la funcion determinante. 


3.2 Determinante de una matriz de or¬ 
den n 


La generalizacion de la definicion de determinantes para matrices 
de orden n, se hara de manera inductiva: 

Definicion 3.1 (Funcion Determinante) 

D:M(n,lR) -» JR, se define por: 

• para n = 1, D(a) = a. 

• para n > 1, y para cualquier fila i de A, D(A) es la suma 
ponderada de n determinantes de submatrices de orden n— 1 
(denotadas Aij): 

D{A) = (-1 ) i+ 1 a il D(^ 1 ) + • • • + (-1 y +n a in D{A m ) 

donde Ay es la submatriz que se obtiene de A al eliminar 
la fila i y la columna j. 
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En particular, para n = 2 observe que: 


D{A) 


an ai2 
021 o 22 


(— l) 1 + 1 anD(An) + (—l) 1+2 ai2-D(vli2) 


= 011.0(022) — Oi2.0(a2l) = 011022 — 012 021- 

Lo cual coincide con la definition dada en el ejemplo anterior. Por 
otra parte, se puede verificar que, D 1 satisface las tres propiedades 
fundamentals: 


1. D es lineal en cada fila. Si las filas de A se denotan como 
vectores fila Ai £ M n y la fila r se expresa, para ciertos 
vectores filas x y y de M n , como: A r = ax + y, entonces: 


/ A 1 \ 


D 


A r —1 
ax + y 

A r +1 


V A n ) 


( M ] 


( Al ] 

A r -1 


A r —i 

X 

+ D 

y 

A r +i 


A r+ i 

V An ) 


\ A n ) 


2. D es alternada. Es decir, si dos filas adyacentes son iguales, 
entonces D vale cero: 

3. D(I n ) = 1. 


Dado que las tres propiedades anteriores caracterizan la fun- 
cion determinante, con solo mostrar que para cualquier election 
de fila *, la funcion D definida en 3.1 tiene estas propiedades, se 
muestra que tal funcion es la funcion determinante. Es decir, en 
el calculo del determinante con la definition |3.1| se puede elegir 
cualquier fila y obtener el mismo result ado. 
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Ejemplo 3.2 Calcule D(A), para la matriz 

3 -2 2 \ 

1 0 1 . 

-1 2 0/ 

Solucion: Desarrollando por la segunda fila tenemos: 

D{A) = E J 3 =i(-l) 2+J «2^(A 2j ) 

= (-1) 1+2 (1)| l | + (~i) 2+2 (o) | _l l 

+(-l) 3 + 2 (l) | " 2 

= 1 [( 2)0 - (2)2] + 0 + ( 1)[(3)2 - (-2)2] 

= 0 . 

Ejemplo 3.3 Calcule el determinante cle la matriz elemental 

E = E{afi) 

Usando las propiedades (1) y (3) se tiene que 
D(E) = aD(I n ) = a. 

3.3 Propiedades del determinante 



Los siguientes teoremas recogen las propiedades mas importantes 
de la funcion determinante. 
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Teorema 3.2 Si A £ M(n , 1R) y los vectores filas A 1 ,A 2 ,... ,A n 
son las filas de A, entonces: 

1. D(A) = 0 si alguna fila de la matriz A es nula. 

2. D{aA) = a n D{A) Va G R. 

3. D cambia de signo si dos filas k, r se intercambian: 



Como caso particular, se tiene que si E es la matriz elemen¬ 
tal de permutacion de las filas i y j, entonces 

D{E) = -D(I n ) = -1. 

4- D(A) = 0 si dos filas de A son iguales. 

Demostracion: Demostracion de las propiedades 1 y 2: 

1. Sea A G M(n,lR) con la fila A r = 0 n . Entonces por la 
linealidad en la fila r, se concluye que 



Luego D(A) = 2 D(A) de donde se deduce que D(A) = 0. 
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( a^i\ 


Mr \ 


aA 2 


aA 2 

2. D(aA) = D 

aA 3 

= aD 

aA 3 


\aA n j 


\uA n ) 



(Ai\ 


( A A 


A 2 


A-2 

a 2 D 

aA 3 

= ■■■ = a n D 

A 3 


\aA n j 


\ A n) 


El siguiente teorema resume una propiedad de los determi- 
nantes especialmente importante, porque permite definir una ma- 
nera de simplificar su calculo, reduciendo la matriz a una forma 
triangular, mediante operaciones elementales del tipo afk + f r - 


Esto se vera en los ejemplos |3.5|y 3.6 


Teorema 3.3 Si A £ M[n, M) y los vectores filas A 3 , A 2 ,..., A n 
son las filas de A, entonces la operacion elemental afk + f r no 
altera el valor del determinate. Es decir, para todo a £ JR. se 
tiene: 


(Ai\ ( A, \ 


D 


Ak 

A r 


= D 


Ak 

A r aA k 


\A n J \ A n J 


En particular si E es la matriz elemental E = E(afi + fj), en¬ 
tonces D(E) = D(I n ) = 1. 


Demostracion: De la linealidad del determinante y la parte (4) 
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del teorema anterior, sigue que: 


D 


( Ai \ 
Ak 

A r -\- cxAk 


V A n ) 



Teorema 3.4 Si A, B £ entonces: 

1. D(A) ^ 0 -<=>■ A es invertible; o lo que es equivalente: A 
no es invertible <=>■ D{A ) = 0. 

2. D(A) = D(A*) VA € 

3. D(AB) = D(A)D(B) WA,B £ 


De la propiedad 2, en el teorema |3.4| se deduce que el deter- 
minante se puede calcular desarrollandolo por una columna. Y 
que todas las propiedades enunciadas sobre las filas de A tambien 
valen para sus columnas. 


Ejemplo 3.4 Usando solo las propiedades del determinante, de- 
duzca: 


a b 
b + c a + c 


(a + b + c) i i 


Solucion: Realizando la operacion elemental f\ + /2 se tiene : 


a b 


a b 

= (a + b + c) 

a b 

b + c a + c 


a + b + c a + b + c 

1 1 


(por la linealidad). 
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Ejemplo 3.5 Calcular el determinante de A 


0 -1 

1 2 

2 0 


3 

-2 

3 


Solucion: Aplicando operaciones elementales por filas, se tiene: 



Desarrollando por la primera columna y tomando en cuenta que 
la primera operation produjo un cambio de signo se sigue que 


D{A) 



Ejemplo 3.6 Demuestre que 


D{A) = 


1 x 

i y 

1 z 


{y - x)(z - x)(z - y). 


Solucion: Haciendo operaciones elementales se tiene: 


a -‘* + *ii ; * 

0 z — y z 2 — y 2 


~h + h 


\ x x“ 

0 y — x y 2 — x 2 | — B. 

0 z — y z 2 — y 2 

Es decir, B = E(—fi + / 2 )E(—/ 2 + fa)A. Por lo tanto: 


D(B) = D(A) = 

= (y-x)(z-y) 1 y + x 
a l z + y 


2 2 
y — x y — x 

2 2 
z-y z 2 -y 2 


= (y~ x)(z - y)(z - x). 
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3.4 Regia de Cramer 


Una de las aplicaciones mas conocida para los determinants es la 
“regia de Cramer”, que da una formula expltcita para la solucion 
de sistemas cuadrados de ecuaciones lineales, con solucion unica. 


Teorema 3.5 Si A £ M(n,M ) y D(A) Y 0 entonces el sistema 
Ax = b, donde b £ M n , tiene una unica solucion x = {x \,..., x n Y 
dada por: 


D(Ai, • • •, Ai- 1, b , A i+ i, • • •, A n ) 
D(A) ; 


i=l, 


expresion en la cual Ai, ■ ■ ■, A n son las columnas de A. 


Observe que la matriz (Ai ■ ■ • Ai-\b Ai + \ ■ ■ ■ A n ), en el nume- 
rador de la fraccion que determina a Xi, se obtiene sustituyendo 
en A la columna i-esima por el vector b. 

Demostracion: Como D(A) Y 0 se tiene que A es invertible y 
por lo tanto la solucion del sistema Ax = b es unica. Utilizando 
las propiedades del determinante, se tiene: 


D{A r,.. 

• i Ai_ 

i, 6 , Ai +1 , • • •, 

A„) 


D{A U - 

• ! Ai_ 

i 5 Ax, , • 

, A n ) 


D(A U -- 

• i Ai_ 

'Yhj= i x jAj, 

Ai+it ■ ■ 

’ i An) 

T n x 

D(A 1: 

> * * *» Ai— i, Aj , 

Ai+ 1 , • • 

* ? -^n) 

x i D(A 1 . 

r--,A 

i— i? Ai) Ai- |_i,' 

' ' ‘ ) An) 


XiD(A). 






Los otros terminos de la suma anterior son cero pues la matriz 
tiene clos columnas iguales. Despejando Xi se tiene: 

D(Ai, ■ ■ ■, Ai_ i, b , A i+1 , ■ ■ ■, A n ) 

D(A) 


Xi = 


i = 1,. • • •, n. 
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{ 2 x + y + z = 0 

x — y + 5z = 0 
y-z = 4 


Solucion: 


D(A) = 


y=-^ 


1 

1 



*~<s> 

0 

1 

1 

-1 

5 

= 

-6; 

0 - 

-1 

5 

1 

-1 



4 

1 

-1 

2 

0 

1 



2 

1 

0 

1 

0 

5 

= 6; 

1 

-1 

0 

0 

4 - 

1 


0 

1 

4 


= -4; 


= 2 . 


3.5 Ej ercicios 


1. En cada caso obtenga una matriz C triangular tal que A es 
equivalente a C por filas y \A\ = \C\ y calcule A|. 


1 

2 

-1 


2 

1 

1 



/ 0 2 1 1 \ 

1-2 10 
2 0-3 0 

\ -1 0 0 1 / 


2. Sean Ay B matrices cuadradas, conociendo que: 



calcule el determinante de las matrices: 


1 

-1 

0 


2 

1 

0 



/ 1 2 1 3 \ 

1-2 10 
0 0-3 2 

\ 0 0 3 1 / 
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3. Use solo las propiedades del determinante para verificar que: 



1 a 

b + c 





(a) 

1 b 

a + c 

= 0 . 





1 c 

b + a 






a + b 

b + c 

c + a 


a 

b 

c 

(b) 

b + c 

c + a 

a + b 

= 2 

b 

c 

a 


c + a 

a+b 

b + c 


c 

a 

b 



2 a 2b 

2 b + 2 c 

2c 4~ 2ft 


a 

b 

c 

4. Calcule 

2 b + 2 c 

2c 4- 2a 

2 a 4- 2 b 

si 

6 

c 

a 


2 c + 2 a 

2 a 4- 2 b 

2 b + 2 c 


c 

a 

b 


5. Sea A e M(n, 1R). Demuestre que : 


(i) A es invertible => \A 1 | 


1 

w 


(ii) A 2 = A=> \ A\ = 1 o \ A\ = 0 . 

(iii) A*A = I n => \A\ = 1 o \A\ = - 1 . 

(iv) Rng (A) = n 4=4- |A| ^ 0. 


6 . Si B = P 1 AP, con A, B 1 P matrices en M(n,IR ) y P 
invertible, entonces 


a) Muestre que clet(-B) = det(^4). 

b) Muestre que clet(A/ — B) = det(A I — A), con A € M. 

c) Si A es invertible y si A~ x = A t \ demuestre que 
det( 2 A) = ± 2 ". 


7. Compruebe que los siguientes determinantes no dependen de 


a. 

1 cl 3 (ct 2) (ft -f- 3) 

(i) 1 ft+ 4 (a + 3)(a + 4) 

1 a + 5 (a + 4) (a + 5) 


(ii) 


1 ft 2 (ft 2)“ 

1 ft 4- 3 (ft 4~ 3 ) 2 
1 a 4 -4 (ft4-4 ) 2 


8 . Si A € M(n, 1R) muestre que: 


1. |v4| = 0 si y solo si el conjunto de las bias de A es lineal- 
mente clependiente. 
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2. |j 4| = 0 si y solo si Rng (A)< n 
x + 1 


X X 

9. Sea A = x x + 1 x 
\ X x x + 1 

lores de x para los cuales A es invertible 


. Determine todos los va- 


4-x 2V5 0 

10 . Sea A = | 2\/5 4 - x V5 

0 V5 4-x 

lores de x para los cuales Rng (A) < 3. 


. Determine todos los va¬ 


11. Decida si el siguiente conjunto es linealmente independiente 

{( 1 , 2 , 1 ),( 2 , 1 ,- 1 ),(- 1 , 1 , 1 )}. 

12 . Demuestre que la recta que pasa por los puntos P = ( a,b ) y 
Q = (c, d) es cleterminada por la ecuacion : 


111 

x a c 

y b d 


= 0 


13. Sea 



f -1 

0 

0 

Xi 

A = 

-1 

-1 

0 

X2 


-1 

-1 

... _i 

Xn—1 


V 0 

0 

0 

-1 

Compruebe que \A\ = 1 
impar. 

si ?i 

es par y que |A| 

Definicion: Sea A matriz de 

n x n 



(1) A € M es un valor propio (valor caracteristico) de A si y 
solo si, A es solucion de la ecuacion. 

det(AJ — A) = 0 


(2) Se llama vector propio de A asociado al valor propio A a 
todo vector v € lR n , t) / 0 que verifica la propiedad. 


Av = Xv 
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Encuentre los valores y vectores caracteristicos (si existen), 
cle las siguientes matrices. 


A = 


0 1 
1 0 


B = 


0 1 

-1 0 


c = 


2 -5 
-2 -1 


6 10 -28 
D= 1-2-3 4 

12-7 



E = 


15. Use la regia de Cramer (si es posible), para resolver los sis- 
temas siguientes: 


2x + y — 4z = 9 

(a) ^ x + 2y + 3z = —1 

x — y + 2 z = —2 


(' b ) 


x + z — w = —4 

2a; + y — 2 : + tu = 8 

—x + 2 y — 2w = —5 

x + 2z + 2w = 3 


x — 3y — 2 w = 0 

(c) ^ x — 3y + z + w = 0 

—3 y + w = 0 

16. Considere el sistema lineal Au = v, con A £ M( 3, M) y u, v £ 
x + ay + a 2 z = a 2 
1R 3 , dado por l x + by + b 2 z = b ' 2 


x + cy + c 2 z = c 2 
constantes cualesquiera de IR. 

a) Muestre que 


donde a, b y c son 


det(.A) = 


1 a a 2 


b b 2 


= (b — a)(c — a)(c — b). 
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b) Pruebe que el sistema dado tiene solution unica si y solo 
si a, b y c son todas distintas. 

c) Para el caso en que el sistema tiene solucion unica, use 
la regia de Cramer para calcular dicha solucion. 


17. Si el sistema 


! aix + a 2 y + a 3 z + a±w = aq 
b\x + b 2 y + b 3 z + b±w = b± 
C\X + c 2 y + c 3 z + c^w = Ci 
d\x + d 2 y + d 3 z + d^w = d\ 

tiene solucion unica, demuestre que esta es: 
x = l,y = z = w = 0 . 


18. Demuestre que el sistema 


x + y + z = 

ax 

2 x + y — z = 

ay 

II 

o 

H 

az 


tiene soluciones no nulas si y solo si a(a — v / 6 j(« + v / 6 ) = 0 . 


19. Estudie la solucion de los sistemas siguientes con parametro 
a e R. 


) x + ay — z 
ax + y+z 
x + y + az 


a 

0 


{ ax + y + z = 1 

x + ay + z = 1 

x + y + az = 1 


20 . Demuestre que para todo r £ M y para todo a, b,c,d £ M el 
sistema siguiente tiene solucion 

(1 + r)x + 2y + 2z + w = a 
—x + (r — 1 )y — z + 2 w = b 
(l + r )2 + 2 u; = c 

—2 + (r — l)w = d 


21. Encuentre condiciones en terminos de los parametros, para 
que los tres pianos siguientes se intersequen en un unico punto. 

x — y + az = di 
x + bz = d 2 
x + y + cz = d 3 
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22 . Dados los puntos A, B y C en JR 2 . 

a) Establezca condiciones necesarias y suficientes sobre los 
puntos A, B y C, de modo que exista un unico polinomio de 
grado menor o igual que 2 , que “pasa” por esos tres puntos. 

b) Establezca condiciones necesarias y suficientes en terminos 
de determinantes de modo que exista un unico polinomio de 
grado 2 que pasa por los tres puntos. 

c) Extienda los resultados anteriores al caso de n + 1 puntos 
en 1R 2 . 



Capftulo 4 


Programacion Lineal 


Este capftulo se inicia con la exposition de los problemas clasi- 
cos de production y de transporte, en una version simplificada, 
para ilustrar el tipo de problema que resuelve la programacion 
lineal. El estudio de la solution geometrica a estos problemas de 
programacion lineal deja ver la estrategia de solution que emplea 
el simplex y se reconoce una interesante aplicacion del algebra 
lineal. Con la presentation de las ideas que sustentan el metodo 
simplex se hace un intento por justificar cada paso, acudiendo solo 
a la teorfa conocida de los sistemas de ecuaciones lineales. Natu- 
ralmente, algunos resultados teoricos deberan ser aceptados sin 
demostracion. El capftulo cierra con un esbozo de la estrategia de 
variables artificiales para iniciar la aplicacion del simplex, cuando 
la formulation del problema de programacion lineal no tiene la 
forma canonica. 


4.1 Dos modelos clasicos de programa¬ 
cion lineal 


Los conocidos problemas del transporte y de asignacion de recur- 
sos (production), serviran para exponer el tipo de problemas que 
la programacion lineal permite resolver. 


Ill 
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4.1.1 Modelo de transporte 

Supongamos que en m lugares (origenes) hay 0 1 ,, O m canti- 
dades de un producto que deben ser transportadas hasta n lu¬ 
gares (destinos), con el fin de satisfacer una demanda conocida 
Di ,..., D n de estos recursos. Nos interesa determinar las canti- 
dades de cada producto que se deben llevar desde cada origen has¬ 
ta cada destino, de manera que el costo de transporte sea mmimo. 
Para fijar ideas consideremos el siguiente caso particular: 

Ejemplo 4.1 Dos fabricas de papel A y B, deben satisfacer la 
demanda semanal de tres imprentas etiquetadas con los numeros 
1, 2 y 3. En el cuadro siguiente se indican los costos de transporte 
en dolares por tonelada, la produccion semanal de cada fabrica en 
la quinta columna y la demanda semanal de cada imprenta en la 
cuarta fila. 



Imprenta 


Fabrica 

1 

2 

3 

Prod/sem. 

A 

17 

22 

15 

350 

B 

18 

16 

12 

550 

Dem/sem 

300 

400 

200 



Las condiciones de produccion y transporte se rigen por las 
siguientes restricciones: 

1. Cada fabrica envfa toda su produccion semanal a las im¬ 
prentas. 

2. Cada imprenta recibe semanalmente de las fabricas, una 
cantidad de papel que es igual a la demanda semanal. 


El problema de programacion lineal aqui es determinar la can¬ 
tidad de toneladas de papel que se deben enviar semanalmente de 
cada fabrica a cada imprenta, de manera que el costo de trans¬ 
porte sea mmimo, respetando las dos restricciones anteriores. 
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Solucion: 

Definition de variables: Sea aj (respect, bj ) el numero de toneladas 
de papel que envia la fabrica A (respect. B) a la imprenta j, 
aj > 0, bj > 0; j = 1, 2, 3. 

Restricciones: Este problema se puede representar por medio del 
diagrama de la Figura |4+| en la cual las flechas van del origen al 
destino. 


300 



Figura 4.1: Representation del modelo de trans- 
porte con dos origenes y tres destinos. 


Tenemos las siguiente relaciones: 


• La cantidad de papel enviado a la imprenta 1 es: a± + b\, a 
la imprenta 2 es: 02 + ^2 y a la imprenta 3: 03 + 63 . Estas 
cantidades deben ser iguales a la demanda de las imprentas. 

• La cantidad de papel enviada por la fabrica A a las im¬ 
prentas es <ii + 02 + 03 que debe ser igual a su produccion y 
en el caso de la fabrica B es 61 + 62 + 63 . 


Por lo tanto las restricciones del modelo se expresan mediante 






114 


Programacion Lineal 


el sistema de ecuaciones ( 1 ): 


(1) 


a i + bi 
a 2 + b 2 
a 3 + b 3 
ai + a 2 + a 3 
bi + b 2 + b 3 
ci j > 0 : bj > 0 


300 

400 

200 

350 

550 


Funcion objetivo: se busca minimizar el costo total de transporte, 
C, el cual es: 


C — ITtti T 22a 2 T 15a 3 -t- 185 3 TI 6&2 T12 b 3 


La solution de este problema de programacion lineal consiste en 
encontrar un vector (a 3 , a^, aj, b\*, b^, b 3 *) que minimice la fun- 
cion objetivo C, y que satisfaga las restricciones (1). 


4.1.2 Modelo de produccion 

Consideramos que una fabrica es un sistema cuya “entrada” la 
constituyen recursos e insumos tales como materias primas, fuerza 
de trabajo, tiempo de maquina y otros. La “salida” del sistema es 
el conjunto de bienes producidos con estos recursos. El problema 
basico es operar el sistema en condiciones optimas. 


Ejemplo 4.2 Una fabrica produce dos artfculos, A y B. Los re¬ 
cursos que utiliza para producir cada articulo son: materia prima 
(MP), tiempo de maquina (TM) y fuerza de trabajo (FT). El sis¬ 
tema se puede representar mediante el esquema de la Figura|4~2| 
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ENTRADA 


SALIDA 



Figura 4.2: Representation del modelo de production con 
tres insumos y dos productos. 


En el cuadro siguiente se indican el gasto de insumos por 
unidad de articulo producido, asi como las reservas para la pro¬ 
duction durante tres meses y la ganancia por unidad de articulo 
vendido. 



Gasto de insumos por und/prod. 


Articulo 

MP(lbs) 

TM(min) 

FT(hrs) 

Ganancia 

A 

50 

6 

3 

50 

B 

30 

5 

5 

60 

Reservas 

2000 

300 

200 



Formule el problema de programacion cuya solucion es la can- 
tidad de producto del tipo A y del tipo B que se debe producir en 
tres meses, para obtener la maxima ganancia. 

Solucion: 

Definition de variables: 

Xi > 0 : numero de unidades producidas del articulo A. 

X 2 > 0 : numero de unidades producidas del articulo B. 

Restricciones: El gasto total de cada insumo no puede exceder el 
total disponible de este insumo. Por lo tanto si se producen x\ 
unidades de A y unidades de B tenemos: 

Gasto total de materia prima: 50xi + 30x2, luego 


50xi + 30 x 2 < 2000 
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Gasto total de tiempo de maquina: 6xi + 5 x 2 , luego 
6xi + 5x2 < 300 

Gasto total en fuerza de trabajo: 3xi + 5x2, luego 
3aq + 5^2 < 200 

Funcion objetivo: Si se venden x± unidades de A y unidades 
de B, la ganancia total es z = 50xi + 60x 2 . 

La solucion al problema de programacion lineal sera un vector 
{x\, x%) que minimice la funcion objetivo 


—2 = — 50x 

i ^ 

60x 2 

y que satisfaga las restricciones: 



50xi + 30 x 2 

< 

2000 

6 xi + 5x 2 

< 

300 

3xi+ 5x 2 

< 

200 

x\ > 0 

5 

X2 > 0 


Como el maximo de z se alcanza en el mismo (o mismos) 
punto(s) donde se alcanza el mrnimo de —z, el problema de pro¬ 
gramacion lineal puede formularse como un problema de mini¬ 
mization. 


4.2 Solucion del problema de progra¬ 
macion lineal 


El metodo por excelencia para resolver un problema de progra¬ 
macion lineal es el metodo simplex y como se vera, la geometrfa 
y el algebra lineal juegan un papel esencial en la fundamentacion 
de este metodo. Primero se ilustraran los aspectos geometricos 
del problema mediante un ejemplo que permita exhibir la relation 
entre las propiedades geometricas y algebraicas de las soluciones 
al problema de programacion lineal. 
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y 



Figura 4.3: Region de soluciones factibles 


4.2.1 Metodo geometrico 


Se considera el problema de programacion lineal: 


Min z = y 

— x + 1 



Sujeto a: 

— 2x + y 

< 

2 


x-2y 

< 

2 


x + y 

< 

5 


x > 0 

) 

y > o 


Los puntos del piano de coordenadas no negativas que satis- 
facen las restricciones, son los que conforman la region poligonal 
limitada por las rectas y = 2x + 2, y = —x + 5 , y = 0.5a; — 1 y los 
ejes coordenados, como se ilustra en la Figura |4~3| Dicha region 
se llama region de soluciones factibles. 

Por otra parte, la funcion objetivo z = y — x + lse escribe 
como y = x + z — 1 que es una familia infinita de rectas paralelas 
dependientes del parametro z. En la Figura |4~4| se muestran estas 
rectas para valores de z iguales a 2, 1, 0 y —2 y, en la tabla 
siguiente, las ecuaciones respectivas. 


z 

2 

1 

0 

-2 

ecuacion 

y = x + 1 

II 

H 

y = x-i 

y = x~ 3 
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y 



Figura 4.4: Corrimientos paralelos de la fun- 
cion objetivo. 


Cuando se fija un valor de z, por ejemplo z = 2, y se traza la 
respectiva recta de la funcion objetivo, y = x + 1, se determinan 
los puntos (x, y ) que evaluados en la funcion objetivo, 2 = y—x+1, 
producen el valor z = 2. Esto permite, por inspeccion del grafico, 
determinar el minimo (o maximo) valor de 2 cuya respectiva recta 
de la funcion objetivo interseca la region de soluciones factibles en 
al menos un punto. Observe que una de estas rectas que no corte 
la region de soluciones factibles, no determina puntos (x , y) que 
sean soluciones factibles al problema de programacion lineal. Asi, 
los desplazamientos de la rectas objetivos seran limitados a que 
dichas rectas intersequen la region de soluciones factibles. 

En el ejemplo, a medida que 2 disminuye, se desplazan las rec¬ 
tas y = x + z— 1 hacia la parte inferior del poligono, alcanzandose 
el valor minimo de z en el vertice (4,1), para el cual z = — 2. 

Siempre en referenda a la Figura |4~4) observese que el maximo 
de z que es 4, se alcanza en el punto (1,4) que corresponde al 
maximo desplazamiento posible de las rectas paralelas de ecuacion 
y = x + z — 1 , {z = — x + y + 1), hacia la parte superior de la 
Figura 4. El punto (1,4) es el mismo vertice donde la funcion 
—2 = x — y —1 alcanza su minimo, que es -4. Se ve que un problema 
de maximization se puede convertir en uno de minimization y 
reciprocamente, con solo cambiar el signo de la funcion objetivo. 
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Ambos problemas tienen la misma solucion. Es decir, tanto el 
nrinimo como el maximo se alcanzan en el mismo punto. 

El enfoque geometrico, ademas de lo anterior, pone en evi- 
dencia que el valor optimo de la funcion objetivo se alcanza en 
un vertice del poligono (region de soluciones factibles) o even- 
tualmente en una arista, en cuyo caso el problema tiene infini- 
tas soluciones optimas. Desde luego que tal resultado vale y su 
generalization a problemas con mas variables requiere caracteri- 
zar, entre otros, el concepto de vertice del conjunto de soluciones 
factibles, mas comunmente conocido como punto extremo. 

Estas propiedades geometricas dan origen al desarrollo y fun- 
damentacion matematica del metodo simplex, cuya estrategia de 
solucion podemos describir como: 


• Caracterizar las soluciones de punto extremo (vertices). 

• A partir de una solucion de punto extremo, generar otra 
solucion de punto extremo que disminuya el valor de la fun¬ 
cion objetivo. 

• Este ultimo paso se repite hasta que: 

— no es posible mejorar la solucion y se evidencia que se 
esta en una solucion optima, 

— o se reconoce que se pueden encontrar soluciones facti¬ 
bles que hagan tan “pequeno” como se quiera el valor 
de la funcion objetivo, en cuyo caso, el problema no 
tiene una solucion optima (la funcion objetivo no esta 
acotada inferiormente). 

Estas ideas seran las conductoras en el desarrollo siguiente de 
la solucion algebraica al problema de programacion lineal, aunque 
en algunos casos se omitira la respectiva fundamentacion teorica. 


4.2.2 Solucion algebraica: metodo simplex 


El enfoque geometrico es irrealizable cuando intervienen mas de 
tres variables, puesto que el ojo humano no ve mas alia de tres 
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dimensiones. Por eso es necesario desarrollar y fundamentar un 
procedimiento algebraico teorico, que resuelva nuestro problema. 


Definicion 4.1 (Programa lineal) 


Un programa lineal consta de una funcion z = C\X\ + - ■ ■+c n x n +z o 
llamada funcion objetivo, la cual debe ser maximizada o minimiza- 
da, y un sistema de ecuaciones lineales m x n (m restricciones): 


donde Xi 

TO. 


anaq 

+ • 

• • + 

n^n 

= h 

G 21^1 

+ • 

■ • + 

^2 n%n 

= b 2 


+ • 

■ • + 

®ml^n 

= 

la matriz de coeficientes A = 

Uene ran 9° 


En forma mas resumida, el problema de programacion lineal 
lineal se plantea como: 

Minimizar z = cx, sujeto a Ax = b y x > 0 

donde c= (ci,...,c n ), x = (®i,...,a:„)* y b= (&i,..., 6 m )‘. 


Definicion 4.2 (Solucion factible) 

Una solucion factible de un programa lineal 

Minimizar z = cx , sujeto a Ax = b y x > 0 

es cualquier vector x, tal que Ax — by cuyas coordenadas son no 
negativas, es decir, x>t). 


Definicion 4.3 (Solucion optima de un programa lineal) 

Una solucion optima de un programa lineal es una solucion factible 
x* para la cual la funcion objetivo alcanza su valor minimo. Es 
decir z (x*) < z(h) para todo h tal que Ah = b, h > 0. 
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Observaciones: 

• Un programa lineal puede ser de la forma 

max z = cx sujeto a Ax = b, x > 0. 

En tal caso es equivalents resolver el programa lineal 

min — 2 = — cx sujeto a Ax = b, x > 0. 

puesto que el maximo de z (si existe) se alcanza en los mis- 
mos puntos en los cuales w = —z alcanza su minirno. Y min 
w = - max z. 

• Las restricciones pueden ser, no solo ecuaciones, si no tam- 
bien inecuaciones. En cualquier caso, como se vera mas 
adelante, las inecuaciones de un programa lineal siempre se 
pueden escribir como ecuaciones. 

Definicion 4.4 (Programa lineal canonico) 

La formulation de programa lineal tiene la forma canonica y de- 
cimos que es un programa lineal canonico, si satisface las tres 
condiciones siguientes: 

1. Los m vectores canonicos e\, e 2 , • ■., e m de lR m , son colum- 
nas de la matriz A, en algun orden. Las variables asociadas 
a estas columnas se denominan variables basicas y las 
restantes variables no basicas. 

2. La funcion objetivo no depende de las variables basicas, es 
decir, los coeficientes asociados a las variables basicas son 
cero. 

3. Los lados derechos de las restricciones son no negativos, esto 
es, bj > 0, para j = 1,..., m. 


Ejemplo 4.3 Considere el programa lineal 
min z = 5a;i + 3a,’4 — 2x$ + 1 
sujeto a las restricciones: 

{ —6 Xi + X3 — 2X4 + 2x5 

—3 Xi + X 2 + 6 x 4 + 3X5 

Xi 


= 6 
= 15 
> 0 V i 
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Las columnas 3 y 2 de la matriz del sistema de estas dos restriccio- 
nes, son los vectores canonicos e\ y e 2 de IR 2 . Luego las variables 
s 2 y %3 son variables basicas y la funcion objetivo no depende de 
estas variables. Ademas los valores b\ y 6 2 son no negativos: 6 y 
15. Por lo tanto este programa lineal tiene la forma canonica. 

Definicion 4.5 (Solucion basica factible) 

Una solucion basica factible de un programa lineal en la forma 
canonica es una solucion factible, para la cual las variables no 
basicas valen cero. 


Dos aspectos de las definiciones dadas hasta ahora, merecen 
res alt arse: 

• Las soluciones basicas factibles corresponden a soluciones 
de puntos extremos (o vertices) de la region de soluciones 
factibles, lo cual no entramos a justificar. 

• La formulacion canonica de un problema de programacion 
lineal permite conocer, de manera trivial, una solucion basica 
factible. 

En el ejemplo anterior, haciendo cero las variables no basicas, 
X\ = Xi = X 5 = 0, se reduce el sistema de restricciones a: 

/ x 3 = 6 

\ x 2 =15 

Por lo tanto s 2 = 15, x 3 = 6 y xi = X 4 = x 3 = 0, constituye 
una solucion factible. Asi, (0,15,6,0,0) es una solucion basica 
factible porque es factible y las variables no basicas valen 0. 
Ademas, el valor de la funcion objetivo en esta solucion basica 
factible es 


^ = (5,0,0,3, —2) (0,15,6,0,0)* + 1 = 1 


Ejemplo 4.4 El programa lineal asociado con el modelo de pro- 
duccion (pagina 1141 es min z = 50a;i + 60a; 2 sujeto a 


50 xi +30a; 2 < 2000 
6 Si + 5s 2 < 300 

3si + 5s 2 < 200 





4.2 Solution del problems de programation lineal 


123 


con Xi > 0 V i. Para formular este programa lineal como un pro- 
grama lineal canonico se convierten las inecuaciones en ecuaciones 
agregando variables de holgura: X 4 materia prima sobrante, X 5 
tiempo de maquinas no utilizado y Xq fuerza de trabajo no em- 
pleada. Asi el problema se plantea como: 


min 2 

50 a;i + 6OX2 sujeto a: 


( 50 cn 

+ 30 x 2 + x 3 

= 2000 

< 6x1 

+ 5 x 2 + X4 

= 300 

[ 3 aq 

+ 5 x 2 + x 5 

= 200 


con Xi > 0 Vi = 1,... 6 . Observe que en este caso, se ob- 
tiene una formulation canonica con variables basicas x 3 , X4 y 
x 3 . De la cual se deduce una primera solucion basica factible: 
(0, 0,2000, 300,200), que corresponde a no producir nada, xi = 0 y 
X 2 = 0 , con lo cual sobran la totalidad de los recursos disponibles. 

En general un programa lineal escrito en la forma: 
min 2 = Y27=i c i x i + z o sujeto a 

{ d\lX\ + • • • + ai n X n < b\ 

a 2 1X1 + ■ ■ ■ + a 2n x n < b 2 

Q"ml%l “t” * * * “t” bm 

donde Xi > 0 y bj > 0 , es equivalente al programa lineal canonico: 
min ^ 1 CiXi + Zq sujeto a 

{ anXi + • • • + ainXn + x n+ i = bi 

a 2 iX4 + • • • + a 2n x n + x n+2 = b 2 

d'ml'Zl “t“ ‘ ‘ ‘ “t“ *^n+m — 

con Xi > 0 V i = 1,..., n + m y bj > 0 V j. 

Cuando el valor de alguna variable basica, en una solucion 
basica factible se anula, se dice que la solucion es degenerada. 
En estos casos, la teoria de la programation lineal debe contemplar 
situaciones especiales. En el marco de estas notas se supondra 
que los problemas planteados no conducen a soluciones basicas 
factibles degeneradas, salvo mention contraria. 
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Con la caracterizacion cle las soluciones extremas como solu- 
ciones basicas factibles y la obtencion de estas mediante la formu¬ 
lation del problema de programacion lineal en la forma canonica, 
podemos centrarnos en el problema de buscar una solucion optima. 


Resultados que conducen la busqueda del optimo 

Consideremos un problema de programacion lineal con la forma 
canonica: 


Min z = cx, sujeto a Ax = b y x > 0. 

Y supongamos que la matriz A, de orden m x n con n > m, tiene 
los vectores canonicos, ei,... ,e m , ocupando ordenadamente las 
primeras m columnas. Asi, el sistema de restricciones Ax = b se 
escribe en su forma columnar como: 

Xiei + ■ ■ ■ + x m e m + x m+ iA m+1 + • • • + x n A n = b 

donde A m+ 1 ,..., A n son las ultimas n — m columnas de A. Con 
esto se tiene tambien que: 

• X\, X 2 , ■ ■ ■, x m son variables basicas. 

• x m+ i,... ,x n son variables no basicas. 

• Ci = c 2 = • • • = c m = 0. (Porque se supone que el problema 
tiene la forma canonica). 

• x* = (bi,..., b m ,0 ,... ,0y € M n es una solucion basica 
factible. 

Como se vera, la argumentacion siguiente no depende de que 
las variables basicas sean las primeras m, de manera que la unica 
hipotesis importante es que el problema tiene la forma canonica. 
La eleccion anterior —el orden en las variables basicas— solo fa- 
cilita la escritura de ideas. 
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El cuestion fundamental es: si el problema de progra¬ 
macion lineal tiene la forma canonica, solo uno de los 
siguientes casos se puede presentar: 


Caso 1: Todos los coeficientes de la funcion objetivo, asociados 
a variables no basicas, son no negativos. 

Es decir, c, > 0 Vi = m + 1,. .., n. 

En esta situation, para toda solucion factible x > 0, 

Z = CX = C\X\ + • • • + c m x m + • • • + c n x n > 0 . 
Aclemas, para la solucion basica factible 

x* = (bi ,..., b m , 0 ,..., 0 ) € M n 


se tiene que 

= 0&i + • • • + 0 b m + c m+ i0 + • • • + c„0 = 0 

Luego en esta solucion basica factible se alcanza el mfnimo 
de la funcion 2 . 

Caso 2: Existe por lo menos un coeficiente c s de la funcion ob¬ 
jetivo que es negativo, es decir, existe c s < 0 con x s una 
variable no basica. 

Si este es el caso, se puede determinar una nueva solucion 
factible que mejora la funcion objetivo, es decir, existe y € 
IR n que es solucion factible y z(y) < z(x*). Para determinar 
una nueva solucion y se consideran dos subcasos. 

Caso 2.a: Todas las entradas de la columna A s son no positivos. 
Esto es : ak s <0, V k = 1,... ,m. 

En este caso las restricciones Ax = b se escriben 

xiei + - ■ ■ Ax m e m + x m +i A m _|_i + • • • -| -x s A s + • • • + x n A n = b 

o equivalentemente: 

X\e\ + • • • + x m e m + x m+1 A m+1 + ■ ■ ■ (4-1) 

+x s -iA s _i + x s+ iA s+ i + ■ • • + x n A n = b — x s A s . 

Sea d = b — x s A s . Observe que V x s > 0, d > 0, es decir, 
todas sus entradas son positivas o cero, porque las entradas 
de A s son negativas o cero. 
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Por otra parte, si hacemos cero las variables no basicas, 
excepto x s que se deja como parametro, se tiene que 

y = (di, ■ ■ •, dm, 0,..., 0, x s , 0,..., 0) G M n 

es una solucion del sistema |4.1| es decir, es una solucion 
factible para cualquier election de x s > 0. Ademas, si la 
funcion objetivo se evalua en y se tiene: 

z(y) = c s x s < 0 = z[x*) 


porque c s < 0. Entonces, claramente, se pueden elegir solu- 
ciones factibles para hacer z(y) tan pequeiia como se quiera. 
Es decir, la funcion objetivo no es acotada inferiormente y 
por lo tanto no existe una solucion optima. 


Caso 2.b: Existe una entrada en la columna A s que es positiva. 
Es decir, existe aks > 0. 


En este subcaso expresando el conjunto de restricciones co¬ 
mo en (4.1 1 para obtener una nueva solucion factible, que 
dependa de x s , se debe elegir x s de manera que todas las 
entradas d e d = b — x s A s sean positivas o cero, esto es: 



(bi\ 


( fflls \ 


( h - x s ais \ 

d = b— x s A s = 

bk 

- x s 

^ks 

= 

bk X s CLks 


\pm j 


\Q"ms j 


\pm %sQ"ms) 


> 0 


Cuando aks < 0, claramente se tiene que bk — x s ciks > 0 
para cualquier eleccion x s > 0. Y para las entradas k de A s 
en las que aks > 0 , x s debe cumplir: 


bk Xsttks 0 

bk A X s (lks 

x s a ks — bk 


b k 

Q’fcs 


Entonces eligiendo x s como: 


x s 


b r 

&rs 


min{ 


bk 

O'ks 


aks > 0 , k = 1 ,... ,m} 
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se obtiene que x s es positivo y es el mayor valor tal que 
dk = bk — x s ciks > 0 para cada k = l,... ,m. Luego, como 
en el caso anterior: 

y = (di,...,d m ,0, ...,0,x 8 ,0, . ..,0) G lR n 

es una nueva solucion factible que al evaluarla en la funcion 
objetivo mejora la solucion x* que le dio origen: 

z(y) = c s x s < 0 = z(x*) 

Por otra parte, se observa que d r = b r — —a rs = 0 con lo 
que puede probarse que y es una solucion basica factible, con 
variables basicas x ±,..., x r -i,x a ,x r +i, ..., x m . Asi, en la 
nueva solucion x r deja de ser variable basica y se sustituye 
por la nueva variable basica x s . 


Tabla del simplex 

Para efectos de calcular la nueva solucion y. en el caso 2.b, es 
suficiente con darle al problema de programacion lineal una nueva 
forma canonica que convierta, mediante operaciones elementales, 
la columna A s en el vector canonico e r . O lo que es lo mismo, se 
deben efectuar las siguientes operaciones elementales: 

+ V k = l,...,m,k^r y ^f r 

sobre la matriz aumentada del sistema de restricciones. 

Para hacer esto, convenimos en representar el problema 

Min z = cx, sujeto a Ax = b y x > 0. 

mediante la matriz aumentada de las restricciones, agregando la 
funcion objetivo como una ecuacion mas que depende del para- 
metro z: _ 


an 

a ls 

din 

bi 

a 2 i .. 

■ • a 2s • 

d2n 

^2 

a r i 

[a rs ] 

.. a rn 

b r 

a m i 

■ • Urns 

• • dynn 

bm 

Cl 

c s 

• • c n 

z 
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Aunque la tabla anterior no lo reflcje, todavfa estamos consideran- 
do que sus primeras m columnas corresponden a los vectores 
canonicos e\, e 2 ,..., e m . 


Cuando se hacen las operaciones elementales indicadas —para 
producir un 1 en la fila r y columna s y ceros en las restantes 
entradas de dicha columna— al elemento a rs se le llama pivote y 
suele identificarse en la tabla anterior encerrandolo por un cfrculo, 
en nuestro caso lo marcamos con [ ]. 

Observe que las mencionadas operaciones elementales no modi- 
fican las columnas e\,... t e r _i, e r +i,..., e m , porque estas tienen 
un 0 en la fila r, luego lo que hacen es cambiar de position el vector 
e r , de la columna r (en nuestro caso) a la columna s. Ademas si 
x s = h'' . los valores d/. de la nueva solucion y son: 

dfc = bk XgCikg = bk dks = bk —b r 

Cirs Mrs 

que es precisamente el resultado de la operation elemental = ^/ r + 
fk sobre la ultima columna de la tabla anterior. Asf, las opera¬ 
ciones elementales indicadas dan la forma canonica al problema 
de programacion lineal, cuya respectiva solucion basica factible 
corresponde a la solucion y obtenida en el caso 2.b. Aunque falta 
hacer que el coeficiente, c s , de la funcion objetivo asociado a la 
nueva variable basica sea cero, para lo que se requiere aplicar la 
operation elemental ~^fr + fm+i en la tabla anterior. 

Por otra parte, una vez elegida la columna s, donde c s es 
negativo y es el menor de los coeficientes de la funcion objetivo, 
para seleccionar la fila r que correspondera al pivote, se suele 
agregar una ultima columna a la tabla anterior, con los coeficientes 
—*- tales que ak s > 0: 


an 

. a ls . 

CLln 

bi 

_b±_ 

ais 

i>2 

CL2s 

a2i 

. a 2s • 

0-2n 

^2 

a r i 

[a rs ] 

• • d rn 

b r 

b r 

d-rs 

a m i 


• • dfnn 

bm 

b m 

CL ms 

Cl 

c s 

. . C n 

z 
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Asi, la fila r del elemento pivote es la fila del menor cociente, 
considerando solo aquellos en los que Uk s > 0. 


Algoritmo Simplex 

El procedimiento conocido como Simplex, para resolver un proble¬ 
ma de programacion, parte de un problema formulado en la forma 
canonica, y representado en una tabla como se indico. En estas 
tablas se aplican recursivamente los resultados anteriores en la 
siguiente forma: 

P.l: ^Todos los coeficientes c, de la funcion objetivo son positivos 
o cero? Si esto es cierto, la solucion correspondiente a esta 
forma canonica es la optima y el algoritmo termina. 

Si es falsa, continiia en el paso P.2. 

P.2: Sea s el indice de la columna tal que 

c s < 0 y c s = min i= i ; ... i „c,. 

Si todas las entradas ak s de la columna s de A son negati- 
vas o cero, entonces el problema de programacion lineal no 
alcanza un valor mfnimo. La funcion objetivo no es acotada 
inferiormente. El algoritmo termina. 

En caso contrario, continiia en el paso P.3. 

P.3: Si al menos una entrada a^ s de la columna s de A es positiva, 
considere el l'ndice r de la fila de A tal que 

= min{ — —\ciks > 0, k = 1,...,m} 

CLrs (4ks 

Transforme el problema de programacion lineal, a otra for¬ 
ma canonica haciendo 1 la entrada a rs de la tabla del sim¬ 
plex y cero las restantes entradas de esta columna, mediante 
operaciones elementales. 

Regrese al paso P.l. 
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Ejemplo 4.5 Sea el programa lineal 

min z = x 2 — #i + 1, sujeto a: 

! —2a;i + X2 < 2 

aq — 2^2 < 2 

Xi + X2 < 5 

Xi > 0 V « 


Si la funcion objetivo se interpreta como una ecuacion con para- 
metro z, —X\ + X 2 = z — 1, el programa lineal se escribe como un 
sistema de ecuaciones lineales con un parametro z: 

2 x\ X 2 x$ = 2 

xi — 2x2 + X4 =2 

x\ + x 2 + x 5 = 5 

~X\ + x 2 = z — 1 

con Xi > 0 Vi. La primera solucion basica factible se calcula 
haciendo cero las variables no basicas, x\ = X 2 = 0 , por lo que 
X 3 = 2, X 4 = 2 y X 5 = 5. El valor de la funcion objetivo en esta 
solucion es z = 1 y se obtiene al despejar el parametro z en la 
ultima ecuacion despues de evaluarla. 

Como nota al margen del metodo simplex, si se hace una re- 
presentacion geometrica de la region de soluciones factibles de 
este problema, en su formulacion inicial (con dos variables), se 
observara que ( 0 , 0 ) es uno de sus vertices, al que corresponde esta 
primera solucion basica factible ( 0 , 0 , 2 , 2 ,5), cuando se omiten las 
variables de holgura X 3 ,X 4 y £ 5 . 

Primera iteracion: 

Partiendo de la tabla inicial del simplex: 



1 

to 

1 

1 

0 

0 

2 

1 

1 

to 

0 

1 

0 

2 

1 

1 

0 

0 

1 

5 

-1 

1 

0 

0 

0 

z -1 


a la pregunta del paso P.l respondemos con falso, porque C\ = — 1 . 
Y en el paso P.2 se observa que 021 = 031 = 1 > 0 , luego clebe 
efectuarse el paso P.3: 
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En este caso se tiene que s = 1 y calculando la columna 
de cocientes obtenemos: 


-2 1100 

[1] -2010 

1 10 0 1 

2 

2 

5 

2/1 

5/1 

-1 1000 

2-1 



El cociente mfnimo aparece en la fila r = 2, luego la 
position del pi vote es la fila r = 2 y columna s = 1 , 
el cual se senala en la tabla anterior encerrado por 
parentesis cuadrados. Aplicando las operaciones ele¬ 
ment ales 


2/2 + fi, —A + A, /2 + A 

a la tabla anterior, se transforma en 1 el elemento pi- 
vote (en este caso ya se tiene) y en cero las restantes 
entradas de la columna del pi vote: 


0 

-3 

1 

2 0 

6 

1 

-2 

0 

1 0 

2 

0 

3 

0 - 

1 1 

3 

0 

-1 

0 

1 0 

0 + 1 


La ultima fila de esta tabla corresponde a los nuevos 
coeficientes de la funcion objetivo y las nuevas varia¬ 
bles basicas son X3, X5 y X\ . La nueva solucion basica 
factible, en este caso, es: 

(xi,x 2 ,x 3 ,X4,x 5 ) = (2,0,6,0,3) 

y si observamos la representation grafica de la region 
de soluciones factibles, se reconoce que (xi,x 2 ) = (2,0) 
es otro de sus vertices. 

Utilizando la nueva formulacion canonica, el algoritmo con- 
tinua en el paso P.l. 

Segunda iteration 

P.l: Es falso que todos los nuevos coeficientes de la funcion ob¬ 
jetivo, sean no negativos. Entonces se continiia en el paso 

P.2. 
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P.2: s = 2, porque el coeficiente cle la funcion objetivo en la 
columna 2 , es negativo y es el menor de todos. 

Ademas es falso que todas la entras en la columna s = 2 sean 
negativas o cero (no positivas), luego se sigue en el paso P.3. 

P.3: r = 3 puesto que en la columna s = 2 de esta matriz todas 
las entradas son negativas, excepto la de la fila 3. 


0 

—3 

1 

2 0 

6 

1 

-2 

0 

1 

0 

2 

0 

[3] 

0 - 

1 

1 

3 

0 

-1 

0 

IT 

0 

z + 1 


El pivote es la entrada en la fila 3 y columna 2, como se 
senala en la ultima tabla. Luego para obtener una nueva 
formulacion canonica del problema con una mejor solucion 
basica factible, deben efectuarse las operaciones: 

/3 + ./1) I/3 + /2, 5/3 + fi y 5/3 
con lo que se obtiene: 


0 

0 

1 

1 

1 

9 

1 

0 

0 

1/3 

2/3 

4 

0 

1 

0 

-1/3 

1/3 

1 

0 

0 

0 

2/3 

1/3 

z -b 2 


La nueva solucion basica factible es (4,1,9,0,0), la que co- 
rresponde con el vertice (4,1) de la region de soluciones fac- 
tibles. 

Tercera iteracion 

A1 continuar en el paso P.1, con la nueva formulacion canonica 
del problema, se observa que todos los coeficientes en la fun¬ 
cion objetivo son numeros no negativos, entonces el mmimo de la 
funcion objetivo se alcanza en la correspondiente solucion basica 
factible (aq, £ 2 , £ 3 , £ 4 , £ 5 ) = (4,1,9,0,0). 

El valor mmimo de la funcion objetivo se puede obtener al 
evaluar la solucion en la ultima forma de la funcion objetivo: 

2 1 

z + 2 = -X 4 + -x 5 = 0 , luego 2 = — 2 . 

O O 





4.3 Variables artificiales 


133 


o naturalmente, en la forma original de la funcion objetivo: 
z = —lxi 1 = —1(4) -(- 1 -|- 1 == —2. 


Observation: En la fundamentacion del metodo simplex no se 
han considerado los programas lineales que tengan algun lado 
derecho de una restriction igual a cero. Es decir evitamos las 
soluciones degeneradas. Sin embargo, el algoritmo tambien logra 
su objetivo en estos casos, aunque teoricamente si hay soluciones 
degeneradas no se puede garantizar la convergencia del metodo. 
El ejercicio [2] en la pagina |140| permite comprobar que el simplex 
opera bien en presencia de soluciones degeneradas. 

Cuando la formulation inicial del problema de programacion 
lineal no tiene la forma canonica, no es claro que operaciones ele- 
mentales deben realizarse para transformalo en uno con la forma 
canonica. Y sin la forma canonica no podemos aplicar el metodo 
simplex. La siguiente tecnica resuelve este problema. 


4.3 Variables artificiales 


Las variables artificiales son un artificio que permiten utilizar el 
mismo simplex, para encontrar una primera forma canonica a un 
problema de programacion lineal, siempre que el problema tenga 
soluciones factibles. Enseguida se ilustra el procedimiento. 


4.3.1 Un ejemplo 

Ejemplo 4.6 Considere el programa lineal 

max 2 = —2x\ + x-i + 1, sujeto a: 


' 2xi 

+ 

Xl 

> 

4 

—Xl 

+ 

Xl 

< 

4 

CO 

1 

+ 

Xl 

> 

—15 

Xl 



< 

7 

K 

Xl, 

X 2 

> 

0 
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Como en todo problema de programacion lineal, primero se 
efectuan las operaciones elementales —fj necesarias para que los 
coeficientes bj sean no negativos. Luego se convierten las inecua- 
ciones en ecuaciones utilizando variables de holgura. 


(!) 


2xi + X 2 
~X\ + x 2 
3xi — x 2 


X3 

+ X4 

+ X 5 


Xi 

Xi > 0 Vi 



4 

4 

15 

7 


Observe que cuando se tienen inecuaciones con > y a la derecha 
el niimero es positivo, la introduccion de la variable de holgura 
no produce un vector canonico, luego la formulation resultante no 
siempre tendra la forma canonica. 

En esta situation se agregan artificialmente variables adicio- 
nales suficientes para que aparezca la base canonica, entre las 
columnas de la matriz aumentada del sistema modificado. En 
el ejemplo solo es necesario agregar la variable artificial xj en la 
ecuacion 1 . 


( 2 ) { 


2xi + x 2 
—X\ + x 2 
3x i — x 2 


x\ 

Xi > 0 


- x 3 

~h X 4 


V i 


+ X 5 

+ X 6 



4 

4 

15 

7 


Con el conjunto de restricciones (2), denotado como Ax = b, 
consideramos un nuevo problema de programacion lineal: 

Minimizar w = £ 7 , sujeto a Ax = b y x > 0 

donde, en general, la funcion objetivo sera minimizar la suma de 
las variables artificiales. Nos referiremos a este problema como el 
problema ampliado con variables artificiales o simplemente como 
el problema con variables artificiales. 

Aplicamos el metodo simplex al nuevo problema, sin olvidar 
la funcion objetivo del problema original, a fin de actualizarla con 
las tranformaciones que se produzcan sobre el problema ampliado 
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con variables artificiales. Asi la primera tabla del simplex sera: 


2 

1 

-1 

0 

0 

0 

1 

4 

-1 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

4 

3 

-1 

0 

0 

1 

0 

0 

15 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

7 

2 

-1 

0 

0 

0 

0 

0 

-z + 1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

w 


Sin embargo, observe que el coeficiente de la funcion objetivo w en 
la columna 7 (correspondiente a una variable basica) no es cero, 
luego todavia la formulation del problema con variables artificiales 
no tiene la forma canonica. Para corregir esto basta con efectuar 
la operation elemental —fi + fe'- 


2 

1 

-1 

0 

0 

0 

1 

4 

-1 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

4 

3 

-1 

0 

0 

1 

0 

0 

15 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

7 

2 

-1 

0 

0 

0 

0 

0 

-2 + 1 

-2 

-1 

1 

0 

0 

0 

0 

w — 4 


Ahora si se puede aplicar el simplex al problema con variables 
artificiales. Y se observa que la columna con coeficiente menor y 
negativo en la funcion objetivo (del problema con variables artifi¬ 
ciales) es la columna s = 1. Por otra parte, segun la columna de 
cocientes en la tabla siguiente, se tiene que fila del pivote es la 1 . 


[ 2 ] 

1 

-1 

0 

0 

0 

1 

4 

2 

-1 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

4 


3 

-1 

0 

0 

1 

0 

0 

15 

5 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

7 

7 

2 

-1 

0 

0 

0 

0 

0 

- 2+1 


-2 

-1 

1 

0 

0 

0 

0 

w — 4 



Haciendo las operaciones elementales necesarias para convertir en 
1 el pivote y en cero las restantes entradas de la primera columna, 
obtenemos: 


1 

0.5 

-0.5 

0 

0 

0 

0.5 

2 

0 

1.5 

-0.5 

1 

0 

0 

0.5 

6 

0 

-2.5 

1.5 

0 

1 

0 

-1.5 

9 

0 

-0.5 

0.5 

0 

0 

1 

-0.5 

5 

0 

- 2.0 

1.0 

0 

0 

0 

- 1.0 

—z — 3 

0 

0.0 

0.0 

0 

0 

0 

1.0 

w 






136 


Programacion Lineal 


Todos los coeficientes en la ultima fila son no negativos por lo que 
el metodo simplex ha concluido con una solucion optima para el 
problema ampliado con variables artificiales. La solucion optima 
es (x±,X2,X3, X 4 , X 5 , X6, X7) = (2,0,0, 6 , 9, 5,0) y como la variable 
artificial X 7 es no basica, su valor es cero, lo cual permite descar- 
tarla, para reducirla a la siguiente solucion basica factible del prob¬ 
lema original: (£ 1 , £ 2 , £ 3 , 2 : 4 , £ 5 , a^) = ( 2 , 0 , 0 , 6 ,9,5). 

Mas especificamente, si se elimina la columna 7 y la fila 6 de 
la ultima tabla, se reconoce que lo que se ha hecho es transformar 
el problema original mediante operaciones elementales en uno que 
tiene la forma canonica. 


1 

0.5 

-0.5 

0 

0 

0 

2 

0 

1.5 

-0.5 

1 

0 

0 

6 

0 

-2.5 

1.5 

0 

1 

0 

9 

0 

-0.5 

0.5 

0 

0 

1 

5 

0 

- 2.0 

1.0 

0 

0 

0 

—z — 3 


Asi, el programa lineal canonico correspondiente a esta tabla es 
equivalente al programa original: 


min — z = 2 xi — X 2 — 1 sujeto a las restricciones ( 1 ), 


lo cual permite resolverlo mediante el simplex. 

En esta nueva aplicacion del simplex, la iteration 1 ubica el 
pivote en la columna s = 2 y los cocientes correspondientes son: 


1 

[0.5] 

-0.5 

0 

0 

0 

2 

2 /( 0 . 5 ) = 4 

0 

1.5 

-0.5 

1 

0 

0 

6 

6/(1-5) =4 

0 

-2.5 

1.5 

0 

1 

0 

9 


0 

-0.5 

0.5 

0 

0 

1 

5 


0 

-2.0 

1.0 

0 

0 

0 

—z — 3 



Luego el pivote puede ser tanto el elemento de (1,2) como el (2,2). 
Si se elige el segundo, puede verificarse que conduce mas rapido a 
la solucion, nosotros escogemos como pivote el elemento de la fila 
1 y columna 2 y efectuamos las operaciones elementales necesarias 
para hacer 1 en la entrada (1,2) y 0 en las restantes posiciones de 
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la columna 2. 


2 

1 

-1 

0 

0 

0 

4 

-3 

0 

[1] 

1 

0 

0 

0 

5 

0 

-1 

0 

1 

0 

19 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

7 

4 

0 

-1 

0 

0 

0 

-2 + 5 


Con la election del elemento (2,3) como pivote una nueva iteration 
produce la tabla: 


-1 

1 

0 

1 

0 

0 

4 

-3 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

1 

1 

0 

19 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

7 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

-2 + 5 


Y obtenemos una formulation canonica para el problema original 
con todos los coeficientes de la funcion objetivo no negativos, por 
lo que hemos encontrado una solution optima: 

(xi,X2,X3,X4,x 5 ,x 6 ) = (0,4,0,0,19,7) 

con valor en la funcion objetivo 2 = 5. 

Observe que el valor minimo es —z = —5 y el valor maximo de la 
funcion objetivo es z = 5. 

Por otra parte, la solution optima y la solution basica factible 
en el paso anterior son soluciones degeneradas, porque en ambos 
casos X'i es una variable basica y su valor es 0. 


4.3.2 Formulacion de la tecnica de las variables 
artificiales 


Dado el programa lineal 

min 2 

^~\Tl 

=1 CiXi + zo sujeto a 


anX! 

+ • • 

■ + 

&ln%n = ^1 

(1)< 

021+1 

+ • • 

• + 

^2 n%n = ^2 



+ • • 

• + 

®ml^n — bm 
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con Xi > 0 V i y bj > 0 V j, la tecnica de las variables artificiales, 
para generar una primera forma canonica de este problema, con- 
siste en aplicar los siguientes pasos: 

1. En cada ecuacion se suma una variable yj > 0, llamada 
variable artificial. Algunas veces, como ocurre en el ejem- 
plo anterior, hay variables que pueden servir como basicas, 
lo que hace innecesario sumar una variable artificial en las 
ecuaciones correspondientes. El sistema (1) asi transforma- 
clo es canonico teniendo como variables basicas las variables 
artificiales y, eventualmente, algunas de las variables de la 
lista X \,..., x n . Denotamos este sistema como (2): 

h 

b'2 

bm 

2. Si 2 / 1 ,..., y p son las variables artificiales con p < m, se con- 
sidera el nuevo problema de programacion lineal: 

Minimizar w = y\ + ■ ■ ■ + y p , 

sujeto a las restriciones (2) y x > 0, y > 0. 

Como la nueva funcion objetivo depende de las variables 
basicas, cleben aplicarse las operaciones elementales nece- 
sarias para hacer cero todos los coeficientes asociados a va¬ 
riables basicas en esta funcion objetivo. Con esto el progra- 
ma lineal min w sujeto a las restricciones (2) es canonico y 
se aplica el metodo simplex. 

3. Una vez obtenida la solution optima del problema modifica- 
do y si en esta, las variables artificiales son todas variables 
no basicas. Se eliminan las columnas correspondientes a 
variables artificiales y la ultima fila, con lo que se obtiene 
una formulation canonica equivalente al problema de pro¬ 
gramacion original. 


{ aii^i + • • • + a\ n x n +2/1 
021X1 -I-1- a 2 n x n + 2/2 

. . 

®ml^l + *-1" ®ml^n Urn = 
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El procedimiento se basa en los siguientes resultados: 


• Toda solution factible del problema con variables artificiales 
en la que las variables artificiales valgan cero, cuando estas 
se omiten la reducen a una solution factible del problema 
original. 

• E inversamente, toda solution factible del problema original 
es una solution factible al problema con variables artificiales, 
tomando como cero las variables artificiales. 

• Para toda solution factible x del problema con variables ar¬ 
tificiales, w(x) > 0. 

Ademas, toda solution factible x del problema original agre- 
gando las variables artificiales con valor cero, produce una 
solution x* factible para el problema con variables artifi¬ 
ciales, que es optima porque w(x*) = 0. 


De esto se deducen los dos principales resultados: 


• Una solution basica factible optima, del problema con varia¬ 
bles artificiales, cuyas variables artificiales sean no basicas, 
se reduce a una solution basica factible del problema origi¬ 
nal. 

Y la formulation canonica al problema con variables arti¬ 
ficiales, del cual se obtuvo esta solution optima, se reduce 
a una formulation canonica del problema original, simple- 
mente eliminando las variables artificiales. 


• Si la solution optima x* del problema con variables artifi¬ 
ciales, incluye como variable basica alguna variable artificial 
con valor no cero, entonces w(x*) > 0 y como es optima 
entonces el conjunto de soluciones factibles del problema 
original debe ser 0. 
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4.4 Ej ercicios 

1. Identifique la region de soluciones factibles del sistema de res- 
tricciones 



5X1 

+ 

\xi 

< 

30 


X\ 

+ 

5x 2 

< 

200 

\ 

Xi 

+ 

Xl 

> 

50 



Xl, 

X2 

> 

0 

programa 

lineal max 3xi — 

x 2 sujeto 

Xi 

— 

x 2 

< 

3 

2xq 



< 

x 2 

Xi 

+ 

x 2 

> 

12 



X 2 

< 

10 


Xl, 

X 2 

> 

0 


1. Resuelva el programa lineal. 

2. ^Si se quita la restriccion Xi — X 2 < 3, se modifica la 
solucion? Explique. 

3. ^Si se quita la restriccion X 2 < 10, cual es la respuesta a 
la pregunta 1? 

3 . Resuelva el programa lineal max 3aq + 2x2 sujeto a 


X\ 



< 

50 



X 2 

< 

100 

2xi 

+ 

4 x ’2 

< 

400 


Xlj 

X 2 

> 

0 


4 . Considere el siguiente conjunto de restricciones lineales: 


—3xi 

+ 

2x 2 

> 

12 

5xi 

— 

X 2 

< 

10 

3xi 

+ 

2x 2 

> 

24 


*1 > 0 y 12 > 0. 

a) Grafique la region de soluciones factibles, indicando la 
intersection de las rectas con los ejes. 

b) Resuelva el programa lineal: Max z = — 9aq +4x2, sujeto 
a las restricciones cladas, utilizando el metodo grafico. 
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5 . Una compama tiene dos fabricas ensambladoras de automo- 
viles de un mismo modelo, para abastecer dos clientes. Los 
costos de transporte en dolares por cada automovil, las de- 
mandas de los clientes asi como las reservas de automoviles, 
se dan en el cuadro siguiente: 



Fabric a 


Cliente 

A 

B 

Demanda 

1 

30 

36 

400 

2 

25 

30 

300 

Reservas 

a 

b 



donde a > 0 y t > 0. La compama desea abastecer a sus 
clientes con el minimo costo de transporte. 

1. Dibuje una red para representar el problema de trans¬ 
porte. 

2. Formule el programa lineal correspondiente suponiendo 
que la compama puede dejarse un sobrante. Resuelva el 
programa por el metodo grafico y de las condiciones sobre 
los parametros a y b necesarias para que haya solucion. 

6 . Considere el programa lineal siguiente: Min z = X\ + X2 + 
4 x 3 + 7 x'4 sujeto a las restricciones xi + X 2 + 5 x 3 + 2 x 4 = 8 , 
2x’i + X 2 + 8 x 3 = 14 y Xj > 0, * = 1, 2,3,4. 

1. Mediante operaciones elementales, obtenga un programa 
lineal canonico con variables basicas Xi y X 2 , equivalente 
al propuesto. 

2. Resuelva el programa lineal. 

7 . Sea el programa lineal min z = — Xi — 2 x 4 + x$ sujeto a las 
restricciones X 1 + X 3 + 6 X 4 + 3 X 5 = 2 , — 3 X 1 + X 2 + 3 X 4 + X 5 = 2 
y x, > 0, i = 1,2,3,4, 5. Usando solo operaciones elementales, 
halle un programa lineal canonico equivalente, en el cual se 
lea directamente la solucion optima. Calcule esta solucion. 

8 . Resuelva el programa lineal max 2 = 10xi + 6 x 2 — 8 x 3 sujeto 
alas restricciones 5xi — 2 x 2 + 6 x 3 < 20, 10xi+ 4 x 2 — 6 x 3 < 30 
y Xi > 0, i = 1,2,3. 
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9. Una compama cafetalera compra lotes de mezclas de granos 
de cafe y despues los clasifica en de primera, regulares, mas 
una portion inservible. La companfa necesita al menos 280 
ton (toneladas) de primera y 200 ton de clase regular. La 
compama puede comprar a los distribuidores A y B, cualquier 
cantidad de cafe sin clasificar. Muestras proporcionadas por 
los distribuidores tienen los siguientes porcentajes de grano 
de primera, regular e inservible: 


Distribuidor 

De Primera 

Regular 

Inservible 

A 

20 % 

50% 

30% 

B 

40% 

20 % 

40% 


Si A cobra $125 por tonelada y B cobra $200 por tonelada, 
formule el modelo de programacion cuya solution provee la 
cantidad de cafe que compra la compama a cada distribuidor 
para cubrir sus necesidades a un costo minirno. Resuelva 
graficamente el problema lineal. 

10. Un granjero tiene 100 acres para plantar dos cultivos A y B. 
La semilla para el cultivo A cuesta $4 por acre y la semilla 
para el cultivo B, $6 por acre. El costo total de la mano de 
obra sera de $20 por acre para el cultivo A y $10 por acre 
para el cultivo B. El granjero conffa obtener un ingreso de 
$110 por acre del cultivo A; y del cultivo B, $150 por acre. 
Si el granjero no clesea gastar mas de $480 para la semilla y 
$1400 para la mano de obra , ^cuantos acres de cada uno de 
los cultivos debe plantar para obtener: (a) maximo ingreso y 
(b) maxima ganancia (use el metodo grafico). 

11 . Una compama fabrica dos productos A y B. Para cada pro- 
clucto es necesario emplear dos maquinas diferentes, X y Y. 
Para fabricar una unidad del producto A, la maquina X debe 
usarse 1/2 hora, y la maquina Y, 1 hora. Para fabricar una 
unidad del producto B, es necesario utilizar tanto la maquina 
X como la Y, 2 horas. La ganancia en el producto A es $20 
por unidad, y la ganancia en el B es $50 por unidad. Si la 
maquina X puede usarse durante 8 horas al dfa y la maquina 
Y durante 12 horas al dfa, determine cuantas unidades de ca¬ 
da producto deberan fabricarse cada dfa para maximizar la 
ganancia. 
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12. En una feria cle un dfa, un hombre tiene un puesto donde 
vendera bolsas de manf y bolsas de dulces. Tiene $100 dispo- 
nibles para adquirir su mercancia, que costara $0.10 la bolsa 
de mam y $0.20 la bolsa de dulces. Pretende vender el mam 
a $0.15 y los dulces a $0.26 la bolsa. Puede acomodar en 
su puesto 500 bolsas de mam y 400 bolsas de dulces. De 
experiencias pasadas sabe que no vendera mas de un total de 
700 bolsas. 

1. Formule los modelos de programacion cuya solucion dan 
las ventas maximas y la utilidad maxima, donde esta se 
define como la diferencia de las ventas menos el costo de 
la mercancia. 

2. Represente graficamente la region de soluciones factibles. 

3. Encuentre el numero de bolsas de cada articulo que de- 
bera tener disponibles para lograr: (a) ventas maximas 
y (b) utilidad maxima. ^Cual es el monto de las ventas 
y utilidades maximas? 


13. Resuelva el programa lineal : 

max 2xi 

+ X2 + X3 sujeto i 

Xi 

+ X 2 

+ 

X 3 

< 

60 

— 4 xi 

+ 2x 2 

+ 

X 3 

> 

52 

2x’i 


+ 

X 3 

> 

40 



Xi 

> 

0 

V i 

14. Resuelva el programa lineal : 

min 

x\ + X2 + X3 sujeto a 

-Xi 

+ 2x2 

+ 

x 3 

< 

1 

-Xi 

+ 


2 x 3 

> 

4 

Xi 

- X 2 

+ 

2 x 3 

= 

4 



Xi 

> 

0 

V i 


15. Resuelva el programa lineal por dos metodos distintos: 
min 2x\ + 2 x 2 — 5x3 sujeto a 

3xi + 2 x 2 — 4x3 = 1 

x\ - x 2 + 3x 3 = 2 

Xi > 0 V i 


16. Resuelva el programa lineal correspondiente al modelo de 
transporte (ver la pagina 1121. 
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Capftulo 5 

]R n : Geometria de 
vectores 


En capitulos anteriores se trabajo con las matrices M(m,n, IR), 
sus operaciones y conceptos relacionados; momento en que se 
llamo vector fila a las matrices con una sola fila y n columnas, 
y vector columna a las que tienen una sola columna y n filas. 
Ahora se estudiaran estos mismos objetos como elementos del es- 
pacio lR n , sin hacer mayor distincion porque sean vectores fila 
o columna, y principalmente, para reconocer las interpretaciones 
geometricas que se les asocia. 

Esta nueva aproximacion a los vectores de lR n , parte del re- 
conocimiento de las operaciones de igualdad entre vectores, suma 
de vectores, multiplication de un escalar por un vector, y sus 
propiedades, todo lo anterior visto ya al observar que 


R n = M( 1, n, M) 6 IR n = M{n, 1, M). 


Asi tambien se reconocen, los conceptos de combinacion lineal e 
independencia lineal de vectores y sus distintas caracterizaciones, 
desarrolladas con anterioridad. 
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5.1 Representation geometrica de vec¬ 
tores 


A partir de la representation de IR como una recta numerica, los 
elementos (ai, 02 ) de IR 2 y (ai, 02 , 03 ) de IR 3 se asocian con puntos 
de un piano y puntos del espacio tridimensional, en la forma que 
es bien conocida y se ilustra seguidamente. 


y 


a\ 


-*(01,02) 


02 



Figura 5.1: Represent acion de (ai, 02 ) y (ai, a?, 03 ) 
como puntos. 


En estos graficos el sistema de coordenadas esta determinado 
por dos rectas numericas en un piano, dispuestas perpendicular- 
mente, (o tres rectas numericas en el espacio, mutuamente perpen- 
diculares). El punto de intersection representa a (0, 0) (y (0, 0, 0) 
respectivamente) y una vez que se elige cuales de estas rectas iden- 
tifican el eje X, eje Y (y eje Z), cada elemento ( 01 , 02 ) £ IR 2 o 
((oi, 02 , 03 )enlR 4 ) se asocia con el punto determinado por la coor- 
denada oi sobre el eje X , 02 sobre el eje Y (y 03 sobre el eje Z, 
para el caso de IR 3 ), como se muestra en la figura 

Estas ideas se extienden a M n y se piensa en cada elemen¬ 
to A = (oi, 02 ,..., a n ) como en un punto de un espacio con n 
dimensiones, donde cada componente de A corresponde a la 
Aesima coordenada medida sobre el i-esimo eje de un sistema de 
coordenadas rectangulares, o cartesianas, con n ejes mutuamente 
perpendiculares. No podemos visualizar n ejes mutuamente per- 
pendiculares si n > 3, pero esta idea, imprecisa ahora, se for- 
malizara mas adelante echando mano a recursos puramente alge- 
braicos, que permitiran intuir algunas caracteristicas geometricas 
de los objetos de M n . Todo esto, teniendo siempre como referen- 


5.1 
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cia el mejor conocimiento de los espacios M 2 y 1R 3 , que el poder 
de la visualization nos da. 


5.1.1 Interpretation geometrica de flecha para 
vectores 

Adicionalmente a la interpretacion de “punto” que se ha dado a 
los elementos de JR n , se puede asociar a cada uno de ellos, una 
nueva idea geometrica, con total independencia a la anterior (lo 
que no significa que no esten relacionadas). Considere, primero, 
algunos ejemplos: 

Ejemplo 5.1 El vector (2, —3) € IR 2 se interpreta como el des- 
plazamiento resultante de moverse dos unidades en la direccion 
positiva del eje X y 3 unidades en la direccion negativa del eje Y. 



Figura 5.2: Tres posibles representaciones del vec¬ 
tor (2,-3) como flecha. 


En esta nueva interpretacion geometrica, las coorclenadas del 
vector (2, —3) solo describen un desplazamiento: dos unidades en 
la direccion positiva del eje X y 3 unidades en la direccion negativa 
del eje Y, sin indicar el punto donde se origina el movimiento. Se 

trata de una nueva interpretacion geometrica para (2, —3), 
que tambien depende del sistema de coordenadas, pero 
esta vez resumiendo la idea de “flecha”: una identidad 
caracterizada por su magnitud y direccion y que no tiene 
ubicacion. 
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Ejemplo 5.2 Similarmente, en 1R 3 el vector (—3, 2, —4,) se puede 
visualizar como una flecha o desplazamiento resultante de mo- 
verse tres unidades en la direccion negativa del eje X , 2 unidades 
en la direccion positiva de Y y 4 unidades en la direccion negativa 
del eje Z. 



Figura 5.3: dos posibles formas de representar el 
vector (—3,2,—4) como flecha. 


Y de nuevo, el desplazamiento total descrito por las coorcle- 
nadas del vector (—3, 2, —4), se visualiza como una flecha de mag- 
nitud y direccion que determinan las coordenadas -3, 2 y -4, pero 
sin especificar el punto initial del movimiento. 

En el caso general de M n , esta nueva representation geometrica 
de sus elementos, encuentra la misma dificultad de visualization 
que la de punto. Sin embargo, si se puede pensar en n ejes 
mutuamente perpendiculares que doten a lR n de un sistema de 
coordenadas rectangulares, es posible intuir el desplazamiento re¬ 
sultante de n movimientos en cada una de las direcciones de los 
ejes, lo cual describe un desplazamiento total con determinada 
magnitud y direccion e independientemente del punto donde se 
inicia el movimiento. 


En resumen, si a = (ai, a 2 , • • •, a n ) € IR n , se puede dar a este 
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elemento una interpretation geometrica de punto — el que deter- 
minan las coordenadas a,;— o de flecha: la determinada por los 
desplazamientos paralelos a los ejes que indican las coordenadas 
a*. Ambas interpretaciones geometricas son igualmente validas y 
aplicables en cualquier caso, sin embargo, algunas veces conviene 
tener en mente una de las clos interpretaciones, preferentemente, 
por la cual se hara el siguiente convenio: 


Notacion: ^puntos? ^flechas? 

• Cuando se escribe A = (aq, a 2 , ■ ■ ■, a n ) o A £ M n , utilizan- 
clo letras mayusculas, se atribuye a A una interpretation 
geometrica de punto, preferentemente (no exclusivamente). 


• Si se utilizan letras minusculas “techadas” con una flecha co- 
mo a = (a i, a 2 , • • •, a n ) o a € lR n , entonces, geometricamente, 
se interpreta a a como una flecha. Tambien preferentemente 
y no exclusivamente. 


Por otra parte, en este material inicialmente se utilizaran nom- 
bres de vectores techados con flcchas, para reforzar su nueva inter¬ 
pretation geometrica, como x o a, sin embargo, mas adelante se 
escribira simplemente x o a con exactamente el mismo significado. 



&i + b\ 


Figura 5.4: a + b = (ai + b 1} a 2 + b 2 ). 
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5.1.2 Interpretation geometrica de la suma de 
vectores 


Dados dos vectores ay ben JR", geometricamente, el vector a + b 
corresponde a una nueva flecha que resume los dos desplazamien- 
tos totales: el determinado por las coordenadas de a seguido del 
correspondiente a las coordenadas de 6 , o inversamente. 


Por ejemplo, en JR 2 , si a = ( 01 , 02 ) y b = ( 61 , 52 ), entonces 
a + b = (ai + 61,02 + 62 ) y refleja el desplazamiento total de lo s 
dos vectores o flechas a y 6 como se ilustra en los graficos 


1531 


5.4 


y 



Oi + 61 


162 


I 02 


Figura 5.5: a + b = (ai + 61,02 + 62 ), con 62 < 0. 


En general, si en JR” se representa el vector a mediante una 
flecha y al vector 6 tambien mediante una flecha pero que comienza 
en el punto terminal de a, entonces a +6 se asocia al desplazamien¬ 
to total resultante de efectuar los desplazamientos cleterminados 
por ambas flechas, 



a 2 + 6 2 + c 2 


Figura 5.6: Ilustracion de la suma de tres vectores 
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y represent ado por una nueva flecha que se origina en el punto 
inicial de a y termina en el punto final de b. La situation se gene- 
raliza al caso de la suma de mas dos vectores, como se muestra en 
la figura [576] 

Si los dibujos de las flechas, no consideran los sistemas de coor- 
denadas rectangulares, la representation geometrica resulta mas 
clara y aplicable a todos los espacios M n , observe la figura |5.7| 



Figura 5.7: Paralelogramo de lados ay by diagonal 
a + b = b + a. 


Dado que a + b = b + a, la interpretation geometrica para 
a+b se asocia con un paralelogramo de lados sucesivos ay b cuya 
diagonal une el punto inicial de a con el punto terminal de b , o el 
punto inicial de b con el punto terminal de a. 


5.1.3 Interpretacion geometrica del producto de 
un escalar por un vector 

Cuando un vector a £ IR n , se multiplica por un escalar t > 0 
el nuevo vector ta tiene la misma direction que a y su magnitud 
aumenta o disminuye en un factor de t. Sin embargo si el escalar 
es negativo, r < 0, entonces la direction de ra es contraria a la de 

a. 


En la figura pTs] se representan los vectores a, ta y ra, suponien- 
do que t > 2 y -1 < r < 0. Por ello ta tiene la misma direction 
que a y su magnitud es mayor que la de 2a), y ra tiene direction 
contraria aaysu magnitud es menor que la de a. 
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Figura 5.8: a, ta y ra, con t > 2 y — l<r<0. 


Observe que los vectores a, ta y ra se alinean sobre una misma 
recta dado que la multiplication por los factores lyrno cambia 
la inclination (pendiente) de los vectores: 

a 2 _ ta 2 _ ra 2 
aq tax ra± 


Definition 5.1 (Vectores paralelos) 

Dos vectores a y b no nulos, se dicen paralelos si existe t £ JR tal 
que a = tb. Cuando t > 0, a y b tienen la misma direccion y si 
t < 0, tienen direccion contraria. 


5.1.4 Relacion entre flechas y puntos 

Aunque la interpretation de flecha dada a los vectores se ha es- 
tablecido de manera independiente a la idea de “punto”, estas dos 
interpretations geometricas se relational! de manera muy conve- 
niente, a traves del concepto de flecha localizada. 

Definition 5.2 (Flechas localizadas AB) 

Dados A y B en 1R 71 , a los que se les atribuye una interpretacion 
geometrica de punto, se llama flecha localizada de A a B al vector 

AB = B —A £ IR n y que, geometricamente, se asocia con la unica 
flecha que se origina en el punto A y termina en B. 


Observe que como B — A £ M n , B — A, al igual que cualquier 
vector en IRA, puede ser interpretado como un punto o como una 
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flecha sin ubicacion. Sin embargo, a AB solo le clamos una inter¬ 
pretation geometrica: la de la flecha que comienza en A y termina 

en B. Naturalmente, esta unica flecha que se asocia con AB es 
una de las infinitas que se le pueden asociar a B — A (o que rcflcja 
el desplazamiento descrito por las coordenadas de B — A). Estas 
ideas se discuten seguidamente: 

Sean O = (0,0, • • •, 0) € M n el origen del sistema de coorde¬ 
nadas rectangulares de M n y A, B puntos de M n . Observe que 
segun la definicion de flecha localizada se tiene que: 

OA = A y OB = B. 

Algebraicamente, lo anterior es claro, pero ademas geometricamente 
significa que la flecha localizada de O a A, corresponde a la in¬ 
terpretation de A como flecha (cuando A se representa por los 
desplazamientos determinados por sus coordenadas, cuando estos 

se originan en O). Lo mismo se tiene para OB y la representation 
de B como flecha. 


A 



Figura 5.9: Representation de AB y los puntos A y B 
identificados tambien como flechas desde O. 


Por lo tanto, de la interpretation geometrica de la suma de 
vectores, se obtiene que: 


OA + AB 
A + AB 
AB 


OB 

B 


B- A. 


lo que hace consistente la definicion de flecha localizada dada. 
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En el siguiente grafico, observe la representation geometrica 
del vector B — A, cuando se le representa como una flecha que se 
inicia en el origen y cuando se identifica como el vector localizado 

AB. 



Figura 5.10: B — A representado como la flecha AB 
y como una flecha que se origina en O. 


La flecha localizada AB es un caso particular de flecha que 
corresponde al vector B — A, de entre una infinidad de posibi- 
lidades. Por ejemplo, para cualquier H £ IR n , si C = A + H y 

D = B + H entonces la flecha localizada CD tambien corresponde 
al vector B — A, puesto que 

CD = D - C = {B + H) - (A + H) = B - A. 


Ejemplo 5.3 Suponga que A,B,C y D son los vertices de un 
cuadrilatero de manera que AB y AD son lados adyacentes —y 

por lo tanto AB no es paralelo a AD — como se muestra en la 
figura |5dT| 


C 



Figura 5.11: Cuadrilatero A, B , C, D. 
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Demuestre que si BC es paralelo a AD y DC es paralelo a AB 
entonces: 

a) el cuadrilatero ABCD tiene sus lados opuestos iguales. 

b) AB + \BD = i AC. 


Demostracion: Parte a). Como BC es paralelo a AD y DC 
paralelo a AB entonces existen t y s en 1R. no nulos tales que: 


BC = tAD (5.1) 

DC = sAB (5.2) 


Ademas, de la interpretation geometrica de la suma de vectores 
se tiene que: 

AB + BC = AD + DC 


Luego, si se sustituye BC y DC segun 
AB + tAD = AD + sAB y finalmente: 


AB - sAB = AD - tAD 
(1 - s)AB = (1 — t)AD 


Ahora, si s ^ 1 entonces AB = j^AD y contradice la hipotesis 
de que AB no es paralelo a AD. De igual manera, si t ^ 1 
entonces AD = j^AB y se contradice tambien que AD no es 


paralelo a AB. Luego necesariamente debe ocurrir que s = 1 y 
t = 1 y de (5.1) y (5.2) se tiene que los lados no consecutivos de 
un paralelogramo son iguales. 
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Demostracion: Parte b). Observe que AD = AB + BD de 
donde BD = AD — AB y \BD = \AD — \AB, entonces 


AB + \BD 


AB+ \AD — \ AB 
AB- \ AB + \AD 
\AB + \AD 
\{AB + AD) 


Pero AB + AD = AC, dado que AD = BC como se demostro en 
la parte a), entonces: 


AB+ -BD = 




5.2 Normas, angulos y proyecciones 


En esta seccion nos ocuparemos de precisar los conceptos de mag- 
nitud de un vector y angulo entre dos vectores de IR n . Conceptos 
muy naturales si se piensan en los espacios IR 2 o 1R 3 , pero no tanto 
si se aplican a vectores de M n en general. Este es el momento en 
que la intuicion debe abandonar el sentido de la vista y comenzar 
a creer mas en las descripciones algebraicas, para lograr de esta 
manera que el ojo humano pueda “penetrar” a IR". 
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En IR 2 o IR 3 , la magnitud de un vector puede determinarse a 
partir del teorema de Pitagoras. Si la magnitud de un vector v se 
denota por ||u||, observando el triangulo rectangulo en el grafico 
|5.12| por el teorema de Pitagoras se tiene que: 


Ill'll 2 = a 2 


por lo cual 


= y/a 


b 2 . 


Similarmente, el caso de IR 3 , dada la representation de v = (a, b, c), 
mostrada en la figura [5T3 y si d es la magnitud de la diagonal 
del triangulo rectangulo con catetos de magnitud a y 6, entonces 
d 2 = a 2 + b 2 . 



Figura 5.13: ||?7|| = \Ja 2 + b 2 + c 2 . 


Y como la magnitud del vector v, ||'?||, es la magnitud de la 
diagonal del triangulo rectangulo cuyos catetos miden dye , en 
valor absolute, entonces: 

||1T|| 2 = d, 2 + c 2 = a 2 + b 2 + c 2 

luego ||u|| = y/a 2 + b 2 + c 2 . 

5.2.1 Producto punto y norma 

Para extender el concepto de magnitud de un vector de IR 2 o IR 3 a 
IR”, asi como el de angulo entre vectores, se introducira una nueva 
operation vectorial que asocia a cada pareja de vectores en IR" 
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con un numero, denominada producto punto o producto escalar. 
Como se vera mas adelante, la definicion de esta operation puede 
cambiar, y con ello modificar las ideas de magnitud, distancia y 
angulo entre vectores, pero siempre conservando sus propiedades 
establecidas en los teoremas de esta section. 

Definicion 5.3 (Producto punto a • b) 

Sean a = (ai, 02 , • • •, a n Y y b = (b\, 62 ,..., &„)*. El producto 
escalar, 0 producto punto de a y b es un numero real denotado y 
expresado en la siguiente forma: 

a ■ b = aibi + 02^2 H-+ a n b„ 


En terminos de operaciones matriciales, el producto punto a - b 
es el producto matricial: vector fila a por el vector columna b , o 
sea: 


a-b = 3*b 


(h\ 



^2 

= (ai, 02,■■ 

• 5 ®n) 

\pn/ 

— aq&i + 0262 + • • 

• + CL 


Una de las razones que justifican la introduction del producto 
punto, se deja ver en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 5.4 Si u = (a, b, c) entonces 

u ■ u = (a, b, c) ■ (a, b , c) = a 2 + b 2 + c 2 

de manera que la norma de ||tt|| = y/u- u. 

Este ejemplo sugiere que, en general, si u G M n entonces se 
puede definir la norma de u, como ||u|| = Vu ■ u, como efectiva- 
mente se hara. Sin embargo, una definicion asf requiere mostrar 
que el producto punto tiene las caracteristicas suficientes para 
garantizar que el concepto de magnitud de un vector en lR n nace 
con las propiedades de la magnitud que son bien conocidas en 
los espacios 1R 2 o 1R 3 . Resultado que se logra con el siguiente 
teorema. 
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Teorema 5.4 Si u,v y w son tres vectores cualesquiera de 
M n y a £ M, entonces el producto punto tiene las siguientes 
propiedades: 

(1) u ■ u > 0 si u 0 

u • u = 0 solo si u = 0 

(2) u • v = v • u 

(3) u ■ ( av ) = ( au ) • v = a{u ■ v) 

(4) u ■ (v + w) = (u ■ v) + (u ■ ui) 


Demostracion: Ver ejercicio[T9j 


Definicion 5.5 (Norma de un vector) 

Si u = (ui, U 2 , • • ■, Un)* es un vector de M n , se llama norma o 
magnitud de u y se denota ||u|| al siguiente valor: 


||zt|| = Vu- u = Ju\ + u\ H-+ u\ 


La proposicion (1) en el teorema 5.4 garantiza que la anterior 
definicion es consistente con la idea que la magnitud de un vector 
siempre sera positiva y que sera cero solo si se trata del vector 
cero. Las restantes proposiciones garantizan otras caracterfsticas 
que se esperan de la magnitud de un vector, y que son establecidas 
en el siguiente teorema. 


Teorema 5.6 Si u y v son vectores cualesquiera de IR n y a £ IR, 
entonces la norma de vectores tiene las siguientes propiedades: 


(1) 

||w|| > 0 y ||n|| = 0 

si y solo si u = 0 

(2) 

Ml = M HI 


(3) 

HMI = H-w|| 


(4) 

\u-v\ < hi HI 

(Desigualdad de Cauchy-Schwarz) 

(5) 

H+tf|| < Hl + Hl 

(Desigualdad triangular) 


Demostracion: (1), (2), (3) y (5) ejercicio. 
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Demostracion: parte (4) -desigualdad de Cauchy-Schwarz- 

. Observe que para todo x £ JR, u + xv es un vector cuya norma 
al cuadrado es positiva, de manera que 

||w + xv\\ 2 = (u + xv) ■ (u + xv) > 0 

ademas facilmente se muestra que 

(u + xv) ■ (u + xv) = x 2 (v ■ v) + 2x(u ■ v) + u ■ u 

entonces 

x 2 {v ■ v) + 2x(u ■ v) + u ■ u > 0 Vx £ 1R. 

Esta desigualdad involucra un polinomio de segundo grado, ax 2 + 
bx + c, en la variable x, cuyos coeficientes son los numeros reales 
a = v-v, b = 2 u-v y c = u-u. Ademas se conoce que ax 2 +bx+c > 0, 
Vx £ 1R solo si su discriminante es negativo y a > 0. En este caso 
como a = v • v > 0 debe tenerse que: 

b 2 — 4ac = (2 u ■ v) 2 — 4(v ■ v)(u ■ u) < 0 

Y de esta desigualdad se sigue que (u-v) 2 < (v ■ v)(u ■ u), de 
manera que: 

\u ■ zT| < \J(v ■ v)(u ■ u). 

Por lo tanto \u ■ v\ < \Jv ■ v\Ju- u = ||it|| ||iT||. 


Las propiedades para el producto escalar que establece el teo- 
rema |5.4] y la desigualdad de Cauchy-Schwarz permiten demostrar 
los otros enunciados del anterior teorema, cuyos resultados garan- 
tizan que la norma de un vector (y los angulos entre vectores) 
correspondan con las ideas que se tienen para 1R 3 . Y de esa ma¬ 
nera, compensan de alguna forma, la imposibilidad de visualizar 
los objetos de lR n . 

Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Observe que si 
a = (ai, a 2 ,..., a„)‘ y b = (6i, b 2 , ■ ■ ■, b n Y 
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entonces la desigualdad de Cauchy-Schwarz adquiere la siguiente 
forma: 


|ai6i+a2&2+' • 'Aa n b n | < 



+ a 2 



+ b\ + • • • + b„ 


Definicion 5.7 (Distancia entre los vectores u y v) 

Dados dos vectores u = (ui,U 2 , ■ ■ ■, u n Y y v = (v\,V 2 , ■ ■ •, w n ) 4 en 
lR n se define la distancia entre estos vectores como la norma del 
vector diferencia, d(u,v) = ||u — u|| = ||1T— u||, o sea: 

d(u, v) = y (vi - Mi) 2 + (v 2 - u 2 ) 2 H- \-{v n - u n ) 2 


El anterior concepto resulta mas natural si se les da a u y v la 
interpretation de punto. 




Figura 5.14: d(u, v) = ||u — it|| = ||w — u|| 


Sin embargo, la distancia entre u y v —vistos como flechas— 
se puede entender como la distancia entre sus puntos terminates, 
si estos han sido representados de manera que el punto inicial de 
ambas flechas sea el mismo. Lo anterior porque tanto u — v como 
v — u se representan por flechas que unen los puntos terminales 
de u y v, en uno u otro sentido. 


Teorema 5.8 Sean A,B y C en IR n arbitrarios, entonces: 

(1) d{A,B) = d(B,A) 

(2) d(A,B) <d(A,C) + d(C,B) 


Demostracion: Ejercicio. 
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5.2.2 Angulos en ]R n 


La siguiente ley de cosenos e s un res ultado conocido para triangulos 
en IR 2 y IB? —ver ejercicio 1.8|25 en pagina |45]—, el cual se de- 
muestra utilizando resultados basicos de trigonometri'a y la nocion 
de magnitud que apoyan nuestros sentidos. 


Ley de cosenos: las magnitudes a, b y c, de los lados de cualquier 
triangulo, satisfacen que: 


c 2 = a 2 + b 2 — 2cibcos9 


donde 0 es la medida del angulo entre los “lados” ay b. 



Figura 5.15: ||u — F|| 2 = ||w|| 2 + ||?T|| 2 — 2 ||u|| ||F|| cos 6. 


Si esta ley se escribe utilizando una notacion vectorial, en la 
que los lados del triangulo son los vectores u, v y u — v, como se 
muestra en la figura [5T5] se obtiene que: 

||«-tT|| 2 =||«|| 2 +||F|| 2 -2||«||||F||cos0 (5.3) 

con 9 la medida del angulo comprendido entre los vectores u y 
v. Pero recuerde que, hasta ahora, esto es asf siempre que los 
vectores pertenezcan a IR 2 o IR 3 , donde las nociones de angulos y 
magnitudes estan bien precisadas. 


se transforma en: 


Por otra parte, si se continua desarrollando ||u — iT|| en 


5.3 


||u — F|| 2 = (u — v) ■ (u — v) = ||it|| 2 + HfTII 2 —2 u-v (5.4) 
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Con lo cual, igualando los lados derechos de (5.31 y (5.4) resulta: 


u ■ v = m m cosf 


Entonces de la ley de cosenos se obtiene: 


cos 9 = 


u ■ v 



Reiterando, siempre que u y v sean vectores no nulos en IR 2 o 1R 3 . 
Este resultado ofrece una forma de definir el coseno del angulo 
entre dos vectores, dependiendo solo de la nocion de producto 
punto, y que por lo tanto puede extenderse a cualesquiera vectores 
de IR n . Pero antes de hacer esto, se requiere reconocer que tal 
definicion seria una buena definicion en lR n . 


Observe que si u y v son vectores en ]R n , la desigualdad de 
Cauchy-Schwarz 

|m-u| < ||u|| ||u|| 

pnriniipp q* 

- \\u\\ ||u|| <u-v< ||u|| ||u|| 

y que dividiendo por ||u|| ||u||, para vectores no nulos, se obtiene: 


1 “ ll«ll IMI “ 1 

Entonces se puede garantizar que para cada pareja de vectores u 
y v en IR n no nulos, existe un unico valor 9 £ [0,7r] tal que: 


cos 9 = 


u ■ v 



lo cual justifica la siguiente definicion. 


Definicion 5.9 (Angulo entre dos vectores de M n ) 

Si u y v son dos vectores no nulos de M n , se dice que el unico 
valor 9, 0 < 9 < 7r tal que 


cos 9 = 


u ■ v 



es la medida del angulo entre los vectores u y v. 
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Definition 5.10 (Vectores ortogonales) 

Dos vectores u y v en IR n son ortogonales si el angulo entre ellos 
mide 7r/2 radianes, o al menos uno de ellos es el vector cero. 


Teorema 5.11 Los vectores u y v en IR n son ortogonales o per- 
pendiculares si y solo si u ■ v = 0 


Demostracion: Ejercicio. 


5.2.3 Proyecciones ortogonales 

Dados dos vectores u y v, el proceso de descomponer el vector u 
como la suma de dos vectores ortogonales, uno de ellos paralelo a 
v, tiene gran importancia en el desarrollo de modelos, por ejemplo 
al determinar la componente de una fuerza en una direction dada, 
y en general, como un mecanismo de aproximacion optimal de 
vectores, idea que se discutira mas adelante. 

El problema: Dados los vectores u y v de M n , v ^ 0, se quiere 
determinar un vector a paralelo any otro ( b ) ortogonal any tales 
que 

u = a + b 

como se muestra en la siguiente figura. 



Figura 5.16: a: proyeccion de u sobre v. 


En terminos algebraicos lo anterior significa que se deben de- 
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terminar a y b tales que: 

1) a = tv para algun t £ IR 

2) v-b = 0 

y 3) b = u — tv. 

lo cual reduce el problema a buscar el valor t apropiado, para 
definir a y b como en 1) y 3), de forma que se satisfaga 2): 



v ■ b = 

0 

=> 

v ■ (u — tv) = 

0 

=> 

v ■ u — tv ■ v = 

0 

=> 

V ■ u = 

tv ■ 

Por otra parte, como 

v ^ 0 entonces 

V ■ V 


requerido es: 


v 

^ 0 y el valor de t 


t = 


v ■ u 

V ■ V 


Finalmente los vectores a y b buscados son: 


y 


a 

b 


v ■ v 
u — a 


Geometricamente, la idea anterior corresponde a proyectar or- 
togonalmente el vector u sobre el v, para obtener a, por lo cual al 
vector a se le llama proyeccion ortogonal de u sobre v y a b 
componente de u ortogonal a v. 

Definicion 5.12 (Proyeccion ortogonal de u sobre v) 

Siu y v son dos vectores lR n yv^Qse llama proyeccion ortogonal 
de u sobre v y se denota Proy^u al vector 

_ V ■ u _ u-v_ 

Proven = ——-v = - kV 

v-v ||iT|| 2 

Y el vector u — Proy^u se conoce como componente de u ortogonal 
a v. 


Observe que si v es un vector unitario entonces la proyeccion 
ortogonal de u sobre v se reduce a: Proy^if = (u ■ v)v. 
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En modelos estadfsticos, la idea de ortogonalidad entre vec¬ 
tores, esta asociada con la idea de independencia “pura” de la 
informacion que resumen ambos vectores. En otras palabras, or¬ 
togonalidad supone no correlation entre las variables represen- 
tadas por los vectores, contexto en el cual la descomposicion de 
un vector u en dos componentes ortogonales, Proyyt? y u — Proy^u 
corresponde a la idea de separar la informacion en u que es clepen- 
diente de v, esto es Proy^u, de aquella que es totalmente indepen- 
diente de v o sea u — Proy.yu. Lograda esta separation, se dice que 
Proy^u es la mejor representation de u en el espacio generado por 
v y ||u — Proyyu|| es una medida del error de esa represent acion. 

En terminos mas generates, se dice que Proy^u es el vector 
paralelo a v que mejor aproxima a u, o la mejor representation 
de u en la recta generada por v, ideas sobre las que se seguira 
trabajando, en los siguientes capitulos. 


5.3 Producto cruz 


El producto cruz es una operation singular entre vectores de 1R 3 , 
que resulta con algunas propiedades interesantes por sus inter- 
pretaciones geometricas. Sin embargo, se debe enfatizar que es 
un concepto clefinido solo para vectores en M 3 . 

Definicion 5.13 (Producto cruz) 

Sean v = (i’i,V 2 ,V 3 ) y w = (w\,W 2 ,W 3 ) dos vectores en 1R 3 , en- 
tonces el producto cruz de v con w es un nuevo vector de IR 3 , 
denotado por v x w, que se define como: 


V2 

V3 


Vl 

V3 

e 2 + 

Vl 

V2 


W 2 

W 3 

e*i - 

Wl 

W 3 

Wl 

W2 

e*3 


donde ei,e 2 ,e 3 son los vectores candnicos de ]R 3 . 


Una forma simple de recordar la definicion del producto cruz 
de u y w, es mediante el siguiente “determinante”, desarrollandolo 




5.3 Producto cruz 


167 


por la primera fila: 


ei 

e 2 

e-3 

Vl 

V2 

V3 

Wi 

U>2 

W 3 


Aunque esta expresion carece de sentido, porque la primera fila de 
la matriz no se compone de numeros sino de vectores, y la expre¬ 
sion result ante es un vector de 1R 3 , y no un numero como corres¬ 
pondent al determinante. Aiin asi, ignorando esta aberration, se 
seguira empleando por la comodidad que ofrece para recordar la 
definition de producto cruz. 


Ejemplo 5.5 Si v = (1,3,2) y w = (2, —1,0): 


v x w 


e*i e *2 e 3 
13 2 

2-10 


3 2 


1 

2 


1 3 

-1 0 

ei - 

2 

0 

e 2 + 

2 -1 


= 2ei + 4e 2 — 7e 3 
= (2,4,-7). 


En particular, para los vectores cononicos, facilmente se verifica 
que: 


1. e\ x e 2 — e 3 . 


2. e 2 x e 3 — e\. 


3. ei x e 3 — — e 2 . 
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Teorema 5.14 (Propiedades del producto cruz) Sean u, v 
y w vectores de IR 3 y a un escalar. El producto cruz verifica las 
siguientes propiedades: 

a) w x 0 = 0xw = 0 

b) v x w = —w x v 

c) av x w = a(v x w) 

d) v x av = 0 

e) ux(v + w) = uxv + uxw 

f) El vector v x w es ortogonal a v y w 

g) (u x v) ■ w = u • (v x w) 

h) (uxv)xw = (u- w)v — (v ■ w)u 


Demostracion: Cada una de estas propiedades se demuestra 
en forma directa a partir de la definition de producto cruz. A 
continuation se presenta la correspondiente a g): 

Si u = (ui 3 u 2 ,w 3 ), v = (v 1 ,v 2 ,v 3 ) y w = (w 1 ,w 2 ,w 3 ), en- 
tonces 



U 2 

U 3 


Ui 

u 3 

e 2 + 

Ml 

u 2 

V = 

V 2 

v 3 

ei - 

Vl 

v 3 

Vl 

v 2 


e 3 - 


Luego, 


(u x v) ■ vu 


u 2 

u 3 

Wi - 

Ml 

U 3 

w 2 + 

Ml 

U 2 

v 2 

v 3 


Vl 

V 3 


Vl 

V 2 


Wl 

w 2 

W 3 

Ml 

U 2 

U 3 

Vl 

V 2 

V 3 


Ml 

U 2 

U 3 

Vl 

V 2 

V 3 

Wl 

W 2 

w 3 


v 2 

w 2 


v 3 

w 3 


ui - 


Vl 

Wl 


v 3 

w 3 


u 2 + 


Vi 

Wl 


v 2 

w 2 


U 3 


u ■ (v X w). 
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Teorema 5.15 Si 6 es el angulo entre los vectores u y v de JR 3 
entonces 

||m x v\\ = ||u|| ||i7|| sen(0) 

Demostracion: (Indication) verifique que 

\\u x v|| 2 = ||it|| 2 Hnll 2 — (u ■ v) 2 
y utilice que (u ■ v) = ||it|| ||tT|| cos(0). 


El teorema |5.15| provee una interpretation geometrica para la 
magnitud del producto cruz de dos vectores. 


U X V 



Figura 5.17: ||u x n||: area del paralelogramo de la- 
dos u y v. 


Observe en el anterior grafico, que si 9 es el angulo entre u y 
v, la altura h del paralelogramo que determinan estos vectores, se 
puede expresar como 

h = ||u|| sen (6) 

y utilizando que sen (6) = h/ ||n|| se tiene: 

||uxiT|| = ||u|| ||n|| sen (9) 

= M\h, 








170 


Geometria de vectores 


lo que corresponde al area de paralelogramo de lados u y v. 


5.3.1 Relacion entre el producto cruz, el vo- 
lumen de paralelepipedos y los determi- 
nantes 

Tres vectores u. v. w de JR 3 que sean l.i. determinan un paralele¬ 
pfpedo: una especie de “caja” o figura cerrada del espacio tridi¬ 
mensional con seis caras planas (con forma de paralelogramos), 
que se unen en aristas formadas por los vectores u, v , w, como se 
muestra en la siguiente figura. 



Figura 5.18: Paralelepfpedo determinado por los vectores u,v,u>. 


La propiedad g) del teorema 5.14 permite tambien una inter- 
pretacion geometrica que la relacionada con los paralelepipedos, 
especificamente: 


El volumen V del paralelepfpedo que determinan u, v, w, 
vectores l.i. de M 3 , es dado por 


V = |(u x v) ■ w|. 


Construccion del resultado 

Si se considera como base del paralelepfpedo, el paralelogramo 
de lados u y v, como u x v es un vector ortogonal a este paralelo¬ 
gramo, la altura h del paralelepfpedo corresponde a la magnitud 
de la proyeccion ortogonal de w sobre u x v: 
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U X V 


h = Proy 



Figura 5.19: Altura: h = ||Proy ax ^w 


Entonces h se calcula en la siguiente forma: 


h 


Proyaxi/w 


(u X v) ■ w 
^ 72 “ 


ll« X V ll 

I (u X v) • w I 

ll« x ^ll 2 


(U X V ) 

II (m X v}\\ 


I [u X v) ■ w I 
II » X v|| 


De esta manera: 

V 


(area de la base) altura 
||{t x i7|| h 

| (u x v) ■ iy| 

||u x v\\ 

\(u X v) ■ w\ 


\u X V 


con lo que se obtiene el resultado. 


Por otra parte, como en la demostracion de la propiedad g) 
del teorema[5.14|se obtuvo que 


(u X v) ■ w = 

Wl 

W 2 

W 3 

Ui 

U 2 

U3 


Vi 

V2 

V3 
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entonces 



W1 

w 2 

W 3 

-H 

II 

Ul 

U2 

^3 


Vi 

V 2 

v 3 


donde el signo ± significa que se debe tomar el valor absolute 
del determinante. De esta manera se obtiene tambien una inter¬ 
pretation geometrica para los determinantes de matrices de orden 
tres por tres. 


5.4 Conceptos de distancia y angulo en 
el analisis de datos 


Las nociones de norma, distancia, angulo entre vectores y pro- 
yeccion ortogonal vistas, dependen del producto escalar definido 
en (5.3). Es posible cambiar esta definition de manera que se 
preserven las caracterfsticas establecidas en el teorema (5.41 y con 
ello dar origen a nuevos conceptos de normas, distancias, angulos 
entre vectores y proyecciones ortogonales sobre vectores. 


Definition 5.16 (Producto escalar) 

Si u,v y w son vectores en IR n y a £ M, un producto escalar 
es una operacion, (,), que asocia a cada pareja u,v de vectores 
con un numero real denotado (u, v) que satisface las siguientes 
propiedades: 


(1) 

(u, 

u) > 0 

siempre que u ^ ( 


(u, 

u) = 0 

si y solo si 

u = 0 

(2) 

(u, 

v) = (v 



(3) 

(u, 

av) = ( 

\au, v) = a ( 

[u,v) 

(4) 

(u, 

v + w) 

= (u , v ) + ( 

[u,w) 


Cualquier producto escalar (,) permite definir, de la misma 
manera que se hizo con el producto escalar clasico: 


a) Un concepto de norma para vectores: ||w|| = \J(u, u). 
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b) Una distancia entre vectores: d(n,v) = ||u — v||. 

c) Una idea de ortogonalidad: u es ortogonal a v (u, v) = 0 

d) Una medida para el angulo 9 entre los vectores u y v : 

(u,v) 


cos 9 = 


W V 


e) La proyeccion ortogonal de u sobre un vector v no nulo: 

(u,v) (u,v) 

Proy,,u = -- -v = - ttV 

(v,v) \\ v \f 


Definicion 5.17 (Matriz definida positiva) 

Sea M £ M(n,lR), se dice que M es definida positiva si 

1) x t Mx >0 V x £ R n 
y 2) x t Mx = 0 <*=> x = 0 n 

Si M cumple 1) pero no 2) se dice que M se semi-definida posi¬ 
tiva. 


En el ejercicio[32]en la pagina[l84j se propone demostrar que si 
M £ M (n, IR) es una matriz simetrica y definida positiva entonces 

{x,y) M = ^My 

es un producto escalar para el espacio lR n . Lo cual como ya se 
dijo define una m- norma, una distancia d M , y un concepto de m- 
ortogonalidad en ]R n : ideas que se resumen diciendo que se ha 
definido una metrica o la metrica M. 

En particular, cuando M es una matriz diagonal, cuyos ele- 
mentos en la diagonal son todos positivos, se tiene claramente 
que M es una matriz simetrica y definida positiva. Lo segundo 
porque si M = diagonal(m;), con mi> 0 Vi = 1,..., n, entonces: 

1. x t Mx = Er=i m i x i > 0 Vx £ IR n . 

2. x t Mx = 0 <^=> Er=i m i x i = 0 x i = 0 x = 0 n . 

Y si ademas Ei=i m i = 1; rnetrica que define la matriz 
diagonal M tiene especial importancia en el analisis estadistico de 
datos, y es conocida como una metrica de pesos. 
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5.4.1 Metricas de pesos y medidas estadisticas 

Si pi,P 2 , ■ ■ ■ ,Pn son n numeros positivos tales que Y^ii=i Pi = 
siguiente matriz 



define, para vectores de lR n , el producto escalar (, ) p : 

n 

{x,y) p = x t D p y = 

y la correspondiente distancia: 

d(x, y) = ^J(x-y,x-y) p = (x - y)*D p (x - y). 

A continuation se podra reconocer la importancia de esta metrica 
en la description de las principales medidas estadisticas para va¬ 
riables cuantitativas. 

Media aritmetica y desviacion estandar 

Sea x 1 = (xi,X 2 , ■ ■ ■ ,x n ) un vector de lR n , que resume n obser- 
vaciones de una variable estadistica cuantitativa x. La principal 
medida de la tendencia central de x es su media aritmetica: 

n 

X = ^2PiXi = (1 n,x) p = 1 nDpX. 
i=l 

La varianza y desviacion estandar de x, Var (x) y a x , miden la 
dispersion de las observaciones alrededor de su media: 

Var (x) = Yn=iPii x i ~ xf = ||x-xl n || p 
a x = \J Var (x) = ||x-xl„|| p 

En particular, cuando todos los pesos son iguales, es clecir 
Pi = 1/n para cada i = 1,2,..., n, se tiene que x = Xi/n y 
Var (x) = Yh=i(xi - x) 2 /n. 
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A continuation se obtienen los siguientes descripciones dadas 
para la media, varianza y desviacion estandar de x , en terminos 
de producto escalar (,) p : 


1. Si 1^ = (1,1,..., 1) £ M n entonces 


n 

(l„,x) p = 1 nDpX = ® 


2. Por otra parte: 

d 2 p {x,x 1„) 


\\x-xl n \\ p 

(x - xl n ,x- xl n ) 

(x - xl„) t -Dp(x - 

Var (x). 


xl n ) 


3. De lo anterior resulta que: 

d p (x, xl n ) — (T x — || *£ ^lnllp • 

4. Y finalmente, x se caracteriza tambien porque: 

(x,l„) x 

Proy ln X = —— --r-l n = -1„ = xl, 

\-l-n? J-n/ P -L 

Estos resultados se visualizan en la figura [A20{ 



Figura 5.20: Interpretation geometrica para x y a x . 


Por otra parte, como Proy ln X = xl„ es el vector en la direction 
de 1„ mas cercano a x, entonces xl n es el vector “mas parecido” 
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a x con todas sus componentes iguales. O sea, la mejor manera 
de resumir las n observaciones de x, x\,x 2 ,... ,x n , como un solo 
numero es eligiendo a x para que las represente. Y se observa 
tambien que esta simplification tiene como medida de error, la 
desviacion estandar u x = ||x — xl„|| p . 


Covarianza y coeficiente de correlacion 


Ahora, sean y l = (y x , y 2 , ■ ■ ■, y n ) y ^ = (x 1 ,x 2 ,..., x n ) dos vec¬ 
tores en IR n , que contabilizan n observaciones de las variables 
estadfsticas x y y. Dos medidas estadfsticas para la asociacion 
entre estas variables son, la covarianza entre x y y: 

n 

Cov (x, y) = y^Pijxj - x)(yi - y) 

i =1 


y el coeficiente de correlacion lineal 


r(x,y) 


Cov (x, y) 

Ox ® y 


Utilizando el producto (,) p se puede observar que: 

(x - xl n ,y - yl n ) P = {x-xl n ) t Dp{y-yl n ) 

= ElLi Pi( x i - x)(yi - V) 

= Cov (x,y). 

O sea, la covarianza entre dos variables es simplemente el producto 
escalar entre estas dos variables centradas. 


Ademas, si 6 es el angulo entre los vectores x — 
entonces 


cos 6 


(x - xl n ,y- yl n )p 
ll*-*ln||p \\y-y^n\\p 


xl n y 2/-2/ln 


Cov (x, y) 

Ox 


= r(x,y). 

Esto es, la correlacion entre dos variables corresponde al coseno 
del angulo entre estas variables centradas: x — xl n y y — y l n , 
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(llamados vectores de observaciones centradas o simplemente “x 
centrado” y “y centrado”). 



Figura 5.21: cos6: correlacion lineal entre las variables x y y. 


En el grafico anterior, el angulo 9 entre los vectores x—xl n , y— 
yl n es el mismo que el que se forma entre los pianos engendrados 
por x y l n y por y y l n . Y como se ha visto, su coseno corresponde 
al coeficiente de correlacion lineal entre x y y. Este coeficiente es 
una medida de la dependencia lineal entre las variables x y y, 
cuando r xy = 0 se dice que las variables son no correlacionadas, 
lo que significa en terminos del algebra vectorial que x y y son 
Up-ortogonales (ortogonales con el producto escalar inducido por 

D P ). 


5.5 Ejercicios 


1. Demuestre que un cuadrilatero con vertices A, B,C y D 
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c 



es un paralelogramo si y solo si A — B + C — D = Q 

2. Considere un triangulo de vertices A, B y C y sean D el punto 
medio del segmento AB y E el punto medio del segmento AC, 
como se muestra en la figura: 


B 



Demuestre que DE = \BC, o sea, que el segmento que une 
los puntos medios de dos lados en un triangulo es paralelo al 
tercer lado y su longitud es un medio de la de este. 

3. Considere los vectores u = (2, —3) yt?= (—4, 2) y determine: 

a) Cuatro puntos A, B, C, D distintos tales que 
AB = u = CD. 

b) Dos puntos Ay B tales que AB = * (u + v). 

c) Los vertices de un paralelogramo con lados consecutivos 
u y v. 

4. Haga el mismo ejercicio anterior, pero con u = (—1,3,—2) y 
v= (3,2,4). 
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5. Sean A = (—3,5), B=(2,l)yC = (3/2,11/2) los vertices 
de un triangulo. 


a) Haga un dibujo que muestre los puntos A, B y C. 

b) Determine M, el punto medio del segmento de recta con 
puntos extremos Ay B. 

c) ^E1 triangulo ABC es isosceles? 

d) ^Es recto el angulo entre MC y MB ? 


6 . En cada caso, haga un dibujo y marque claramente la region 
que corresponde a todos los puntos que satisfacen la condition 
dada: 


a) los puntos (a, b) tales que (as, 6 ) = t(— 2 ,3) 
donde 1 < t < 3. 

b) los puntos ( x,y ) tales que (x,y) = t(— 2,3) + s(l,4) 
donde 0 <Kly 0 <s<l. 

c) los puntos (x,y) tales que (x,y) = t(— 2,3) + s(l,4) 
donde l<t< 2 y 0 <s<l. 

d) los puntos (a, b, c) tales que (a, 6 , c) = ( 1 , 1 , l)+£(— 2 ,3, 1 ) 
donde 0 < t < 1 . 

e) los puntos (. x , y) tales que (x, y, z) = f(0, 3,1) + s(2,4, 0) 
donde 0<£<ly0<s<3. 


7. Sean A,B,C y D los vertices de un cuadrilatero cualquiera, 
y Af-|, M 2 , M :i y M 4 los puntos medios de los lados de este 
cuadrilatero como se muestra en el dibujo. Demuestre que 
Mi, M 2 , M 3 y M 1 son los vertices de un paralelogramo. 
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B 



8. Calcule un vector unitario, o sea de norma 1, en la direction 
de cada vector dado. 

1. (-3,4) 2. (-1,2,-3) 

3. (-1,2,-3,4) 4. (a, b -a, b) 

5. (x 1 ,x 2 ,...,x n ) 6. v 

9. Demuestre que los vectores 

(cos 6, sen 6,0), (— sen 9, cos 0,0), (0,0,1) 

son miituamente ortogonales y de norma 1, o sea, forman un 
conjunto ortonormal. 

10. Determine el coseno del angulo entre cada par de vectores. 

1. (-3,3),(2,3) 2. (1,0,3),(-1,2,1) 

3. (1,-3,2,2), (-1,2,3,-4) 4. (a, b, c), (-6, a, 0) 

5. (x 1 ,x 2 ,...,x n ),(y 1 ,y 2 ,...,y n ) 

11. Demuestre que si u y v en IR n . son paralelos entonces el 
angulo entre ellos mide 0 o n radianes. 

12. Demuestre que clos vectores u, v de lR n , no nulos, son l.d. si 
y solo si son paralelos. 
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13. Sean el, i = 1,2, ..., n los vectores cononicos de lR n , es decir, 
ei tiene ceros en todas sus componentes excepto en la i-esima 
donde tiene un 1. Demuestre que estos vectores son unitarios 
y ortogonales clos a dos. Demuestrelo primero para el caso en 
que n = 4. 

14. En cada caso, considere los vectores dados como vertices de 
un triangulo: 

1. (-3,3), (2,3), (0,-1) 

2. (1,0, 3), (-1,2,1), (-4,-4,-2) 

3. (3,-3,3),(2,-3,4),(3,0,7) 

a) ^Cuales de estos triangulos son rectangulos? 

b) Determine el area de los triangulos. 

15. Sean a, b vectores no nulos en IR n . Demuestre que a + b = 
II a — b\\ si y solo si a y b son ortogonales. 




16. Sean ay b en IR n , no nulos y perpendiculares. Demuestre que 

a + ab > ||all Va S M 

17. Pruebe que el teorema de Pitagoras es valido en M n , o sea, 

que si los vectores no nulos ay b represent an catetos en un 

_ 2 -.2 

triangulo de 1R" entonces a — b = ||a|| + b si y solo si 
a y b son ortogonales. 

La generalization del teorema de Pitagoras, la ley de los cosenos, 
^sera tambien valida para triangulos en !R”?, esto es: 

2 2 

a — b = ||a|| 2 + b — 2||a|| b cos 9 
donde 9 es el angulo entre a y b. Demuestrelo. 
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18. Demuestre que las diagonales de un paralelogramo son orto- 
gonales si y solo si el paralelogramo es un rombo. Y similar- 
mente, que las diagonales tienen la misma magnitud si y solo 
si el paralelogramo es un rectangulo. 


19. Demuestre las propiedades del producto escalar en el teorema 

IE1 


20. Demuestre la proposition (5) del teorema 5.6 la desigualdad 
triangular. Sugerencia: muestre primero que 

llu + u|| 2 = llwll 2 + 2u ■ v + ||iT|| 2 


y use la desigualdad de Cauchy-Schwarz para obtener que 
||u|| 2 + 2u-v+ ||u|| 2 < (||u|| + ||v||) 2 


21. Dados los vectores u y v abajo especificados, determine dos 
vectores a y b perpendiculares, tales que a sea paralelo a v 
y u = a + b. Haga una representation geometrica de estos 
cuatro vectores. 

1. u = (- 3,3),v = (2,3) 

2. u= (1,0,3), w = (—1,2,1) 

3. u= (1,—3,3,2),u= (—1,2,3,4) 

4. u = (a,b,c),v = ( 1,1,1)/a/3 

5. u = (xi, x 2 , ■ • •, x n ), v = ei = (0,..., 0,1,0 ..., 0) 

22. Demuestre que si A ly A 2 ,..., A^ vectores no nulos en M n son 
mutuamente perpendiculares, es decir, A, ■ Aj = 0 si i ^ j, 
para i,j = 1,2 ,... ,k, entonces Ai, A 2 ,..., Aj~ son linealmente 
independientes, o sea: 


a\Ai + a 2 A 2 H-1- akA k = 0 => a, = 0 para i = 1,2,... ,k 

23. Demuestre que si a es ortogonal a cada uno de los vectores 
v{, 1 J 2 ,..., Vk en lR n entonces a es ortogonal a cualquier vector 
de la forma: v = X\v{+x 2 v 2 + - ■ -+x k Vk^ cualesquiera sean los 
escalares x\, x 2 ,..., x k , o sea, a es perpendicular a cualquier 
vector en Ct{v{,v 2 ,... ,Vk}- 

24. Sean A±, A 2 ,..., A n los vectores columna de una matriz A £ 
M(n, 1R), o sea A = (A\, A 2 ,..., A n ). 
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a) Demuestre que A* A es una matriz diagonal si y solo si los 
vectores en Ai, A 2 ,..., A n son mutuamente ortogonales. 

b) Demuestre que A es una matriz ortogonaQsi y solo si los 
vectores A\, A 2 ,..., A n son unitarios y ortogonales dos 
a dos. 

Un conjunto de vectores iq, ..., iT n se Hainan ortonormales 
si son unitarios y ortogonales dos a dos. 

25. Considere los vectores v = (a, b) y w = (c, d) de M 2 : 

1. Demuestre que 

IIO.M) x (c,d,0)|| = |det ^ 

2. Elabore una interpret acion geometrica para los determi- 
nantes de las matrices 2 x 2 en terminos de los vectores 
que componen sus filas (o sus columnas). 

26. Calcule el area de los paralelogramos determinados por los 
vectores o vertices dados: 

a) Los vectores (2,3,1) y (—2,—1,3). 

b) Tres de sus vertices son (1, 2, 3), (0, —3,1) y (5, —1, —2). 

c) Los vectores (1,3) y (1,1). 

d) Los vectores (a, a, a) y (—a,0,a). 

27. Demuestre las propiedades a), b), c), d), e) y f) del teorema 

mu 

28. En cada caso, determine todos los vectores unitarios que son 
ortogonales a: 

a) (1,1,1) y (-1,0,1). 

b) (1,1,1,1) y (-1,0,1,0). 

29. En cada caso, calcule el volumen del paralelepipedo que de- 
terminan los vectores: 

a) (1,0,2), (-2,0,3) y (2,2,2). 

b) (a, 0,0), (0,6,0) y (c,c,c). 


1 Una matriz cuadrada A es ortogonal si A 1 A = I. 
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30. Calcule el area del triangulo de vertices (1,1,0), (—1,0,2) y 

( 0 , 1 , 2 ). 

31. Sea A una matriz invertible de orden 3, y x, y y z vectores 
l.i. de M 3 . Si u = Ax, v = Ay y w = Az muestre que 

Vuvw = I det(A)|V)cy 2 

donde V uvw es el volumen del paralelepipedo que determinan 
u, v, w y V xyz el correspondiente a x, y, z. 

32. Demuestre que si M £ AI(n,IR) es simetrica y clefinida posi- 
tiva entonces 

(x,y) M = x t My 
es un producto escalar. 

33. Considere la siguiente matriz diagonal P: 

/ 1/20 0 \ 

P= 0 1/4 0 

\ 0 0 1/4/ 

y el producto escalar (, ) p 

(x,y) p = x t Py. 

a) Sean x 1 = {xi,X 2 ,x^) y y t = ( 2/1 ,3/2, Z/ 3 )- Determine las 
formulas para la norma de un vector, ||x|| p , la distan- 
cia entre vectores, d p (x,y), y el coseno del angulo entre 
vectores, inducido por el producto escalar (,) p . 

b) Sean a= (1,2,3)* y b= (1,-2,1)*, calcule ||a|| p , ||6|| p y 

I|6-o|Ip- 

c) Determine el coseno del angulo entre ay b, segun el pro¬ 
ducto escalar (, ) p . 

d) Observe que con el producto escalar clasico a y b son 
ortogonales ^siguen siendolo con el concepto de ortogo- 
nalidad inducido por el producto escalar (,) p ?, o sea, 
^son ay b p-ortogonales? 

e) Con la norma y el concepto de angulo inducido por el 
producto escalar (,) p , ^se verifica la ley de los cosenos 
para el triangulo de lados a, b y b — al: 

||6-a|| 2 p = ||a||^ + ||6|| 2 p -2||a|| p ||6|| p cos0 
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f) Calcule la proyeccion de a sobre el vector 1 3 = (1,1,1), 
con el concepto de ortogonalidad inducido por (, ) p . 



a) M es simetrica claramente, muestre que tambien es defini- 
da positiva. 

b) Considere el producto escalar (, ) M definido para IR 2 co- 
mo (x,y) M = x t My, la m- norma que induce y calcule 



c) Determine el M-angulo entre ej y e 2 - 

d) Determine dos vectores a y b en IR 2 que sean M-ortogo- 
nales y haga una represent acion grafica de estos. 

35. En la tabla de datos “Calidad del agua” en la pagina [48] se 
muestran las mediciones de algunas variables que tienen que 
ver con la calidad del agua, medidas en varios puntos del 
embalse La Garita y algunos rios de Alajuela que lo surten, 
registradas en el ano 1984 por el Laboratorio Quimico del 


ICE. 


Considere los siguientes nombres para las variables o columnas 
de la tabla anterior: xi, mdice de calidad del agua, X 2 , DBO, 
x 3 , PH, aq, solidos totales y X 5 , fosfatos. Considere tambien 
la matriz diagonal D p como se define en el ejercicio 5 con 
Pi = P2 = ■ ■ ■ = Pn = n = 9 y los conceptos de norma, 
distancia, angulos y proyecciones que induce. 

a) Calcule: 


1) £ 1 , Proy lri a:i, Var (aq) y o Xl 

2 ) x 2 , Proy ln x 2 , Var (x 2 ) y cr X2 

3) x 5 , Proy ln x 5 , Var (a: 5 ) y <j X5 


b) Haga una representacion geometrica de los vectores xi, 
y l n como flechas con un origen comun y represente los 
vectores X\l n , X\ — X\l n . 
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c) Calcule Cov(xi,X 2 ) y r(x 1 , 2 : 2 ) (el coeficiente de corre¬ 
lation). Haga un dibujo de los vectores X\ , X\l n , X\ — 
X\l n y X 2 , x 2 ln, X2 — X2^ n representando el angulo 8 tal 
que cos0 = r(x 1 ,^ 2 )- Justifique que —1 < r(x,y) < 1, 
cualesquiera sean las variables x y y. 

36. Considere la misma tabla de datos utilizada en el ejercicio 
anterior. 

La matriz de varianzas y covarianzas, para esta tabla de datos 
es una matriz Vs X 5 = tal que Vij = Cov (x^, Xj), i,j = 
1, • • • , 5. Observe que si i = j entonces Cov (xj, Xj) = Var (xj). 
Muestre que 

V = X*D P X 

clonde X es la tabla de datos centrada, es decir, las columnas 
de X son Xi — Xj l n , para i = 1, • • •, 5 respectivamente. 
Aclemas, si D 1 / (J es la matriz diagonal, con diagonal: 

{l/di, l/cr 2 , 1 / 0 - 3 , 1 / 0 - 4 , 1 / 0 - 5 } 
clonde Oi es la desviacion estandar de Xj, demuestre que 
R = Di/,jV.Di/ a 

es la matriz cuyos elementos rij son la correlacion lineal en- 
tre las variables Xi y Xj, i,j = 1, • • •, 5, llamada matriz de 
correlaciones. 

Calcule V y R. Establezca, ademas, cuales parejas de varia¬ 
bles estan mas correlacionadas, y cuales menos correlaciona- 
clas. 


37. Todas las distancias que se han inducido con la definicion de 
los productos escalares, a partir de matrices definidas posi- 
tivas, resultan en generalizaciones al concepto de distancia 
euclidea clasica: 


di{x,y) 


\ 


i=l 


(Xi - Vi) 


2 


por lo cual son llamadas distancias euclldeas. Otras clos dis¬ 
tancias, no euclldeas, que se utilizan con alguna frecuencia 


d2(x,y) = max i=1) ... ; „{|x i - yj|} 

d^{x,y) = Yn=i\ x i-yi\ 


son: 
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a) Si x, y y z son vectores en 1R", demuestre que cfe y c /3 
satisfacen: 

( 1 ) d(x, y) = 0 si y solo si x = y 

( 2 ) d(x,y) = d(y,x) 

(3) d(x, y) < d(x, z) + d(z, y) 

b) Considerando las distancias d±, c ?2 y <^3 definidas para 
vectores en 1R , haga una representation grafica del con- 
junto {(a, b) € M 2 /di((a, b), ( 0 , 0 )) = 1 }, para cada dis- 
tancia d,, i = 1 , 2 ,3. 



188 


Geometria de vectores 



Capftulo 6 


Rectas y pianos 


En este capftulo nos ocuparemos de la description geometrica de 
los subconjuntos de M n : 

{x = p + tv\t £ 1R }, {x = p + tu + sv\t, s £ 1R} y 


{(aq, X2, ■ ■ ■, x n ) £ lR n \a\X\ + a 2 x 2 + ... + a n x n = d} 


donde p,u,v y (ai,..., a n ) son elementos dados en IR n y d £ 1R. 
Asf se obtendran interpretaciones geometricas para el conjunto 
solution de una ecuacion lineal en n variables. Finalmente se 
estudiara el problema del calculo de distancias entre puntos y los 
conjuntos citados y entre ellos. 


6.1 Descripcion vectorial de una recta 


Sean P y v en IR 3 , P interpretado geometricamente como un pun- 
to y v como una flecha que describe cierta direction. Y considere 
la recta (. que contiene a P con la direction del vector v , como se 
muestra en la figura |6.1| 
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Figura 6.1: Recta £(P,v), que contiene a P en la 
direction cle v. 


Observe en la figura |fTT| que: 


• Para todo punto X en la recta £, el vector PX es paralelo 
a v (tiene la misma direction o direction contraria) y como 
consecuencia: 


PX = tv para algun t £ 1R 


• Ademas PX = X — P, luego: 


X- P = tv 
=> X = P + tv 

Por lo tanto, VX en la recta £ existe t £ 1R tal que 

X = P + tv. 

E inversamente, si un punto Q se puede describir en la forma 
Q = P + av, para cualquier a € M, entonces Q es un punto de la 
recta t. dado a £ M arbitrario, cualquier punto Q de la forma: 


Q = P + av 


es un punto de la recta (, porque Q — P = av de manera que 

el vector PQ es paralelo a v y como P pertenece a £ entonces 
necesariamente Q £ i. Vea figura [6~2] 
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Figura 6.2: Punto Q , en la recta t(P,v). 


6.1.1 Ecuacion vectorial de una recta 

La discusion anterior justifica la siguiente definicion. 

Definicion 6.1 (Rectas en JR n ) 

Se llama recta t que contiene a P en la direccion de v, y se denota 
t{P,v), al conjunto de puntos 

{X £ IR n /X = P + tv para algun t £ JR} 

Tambien se dice que X = P + tv es una ecuacion vectorial de la 
recta £(P, v). 


Ejemplo 6.1 Determine una ecuacion vectorial para la recta que 
contiene los puntos A = (—1,2,2) yB = (3,—1,6), ilustrada en 
figura |6.3| 

Solucion: Como A y B son puntos de la recta, el vector AB 

tiene la direccion de esta, de manera que: 

v = AB = B — A 

= (3,-1,6) - (-1,2,2) 

= (4,-3,4) 

Asi, una ecuacion vectorial para la recta es: 

(s,y,z) = (-l,2,2) + t(4,-3,4) 
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Figura 6.3: Recta por los puntos Ay B. 


Observacion: 


• Naturalmente, la descripcion de la recta t(P, v) mediante 
una ecuacion vectorial no es tinica, puesto que el punto P 
y el vector v se pueden elegir de infinidad de maneras. 


Definicion 6.2 (Rectas paralelas y perpendiculares) 

Dos rectas l\ (P,v) y ti {Q,u) son paralelas si v y u son vectores 
paralelos y se dicen perpendiculares si u y v son perpendiculares. 


Ejemplo 6.2 Si u = (1,0,—1), la recta £((1,2, 3), u) es perpen¬ 
dicular a la recta del ejemplo [iTT) 

(x, y, z) = (-1, 2,1) + t(4, -3,4), 


porque v ■ u = (4, —3,4) • (1, 0, —1) = 0. 


Nota Observe que dos rectas perpendiculares en M n , n > 2, 


no necesariamente se intersecan. 


n 
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6.1.2 Ecuaciones parametricas escalares y sime- 
tricas de rectas en 1R 3 

Dada la ecuacion vectorial para una recta £(P,v) en IR 3 : 

{x, y, z) = (p !, p 2 , p 3 ) + t (vi, v 2 , v 3 ) 

si se efectuan las operaciones vectoriales indicadas, se tiene que: 

( x,y,z ) = (pi + tv 1 ,p 2 + tv 2 ,P 3 + tv 3 ) 

Luego, las coordenadas x, y, z de un punto cualquiera de la recta 
satisfacen: 

! x = Pi + tv i 
y = P 2 + tv 2 
2: = P3 + tv 3 

Ecuaciones conocidas con el nombre de ecuaciones parametri¬ 
cas escalares de la recta t. Por otra parte, como el parametro t 
es uno y el mismo en las tres ecuaciones anteriores, despejandolo 
de estas se obtiene: 

f = x-pi = y-p -2 = z-p 3 
Vi v 2 v 3 

Todo esto siempre que v 3 ^ 0, v 2 ^ 0 y v 3 ^ 0. A estas ultimas 
ecuaciones se les llama ecuaciones simetricas de la recta t. 

Ejemplo 6.3 Dadas las siguientes ecuaciones simetricas, 



determine clos puntos de esta recta y un vector perpendicular a 
ella. 

a) Puntos de la recta: el punto A = (2,0,1) pertenece a 
la recta, puesto que con x = 2, y = 0 y z = 1 los tres 
cocientes de las ecuaciones simetricas son iguales a cero. De 
esta misma manera es facil determinar otros puntos (x, y, z ) 
de la recta, por ejemplo, los tres cocientes son iguales a 1 
si x = —l,y = 2 y z = 2, luego otro punto de la recta es 
B = (-1,2,2). 
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b) Vectores en la direccion de la recta: cuando se hi- 
zo la deduccion de las ecuaciones simetricas arriba, se pu- 
do observar que los denominadores de los cocientes son las 
coordenadas de un vector en la direccion de la recta, de 
manera que este es v = (—3,2,1). Por otra parte, tam- 
bien se puede calcular un vector v en la direccion de la rec¬ 
ta, a partir de los puntos A y B obtenidos anteriormente: 
v = B — A = (-1,2,2) - (2,0,1) = (-3,2,1). 

c) Vectores perpendiculares: un vector perpendicular a es- 
ta recta es cualquier vector n — (a, 6, c) que satisfaga: 

( — 3,2,1) • (a, 6, c) = 0 


o lo que es lo mismo 


—3u 26 c — 0 


Asi, por ejemplo, (a, 6, c) = (1,1,1) y (a, 6, c) = (—2, —2, —2) 
son vectores perpendiculares a la recta. 



Figura 6.4: Plano V(P, it, v '), que contiene a P en la 
direccion de u y v. 
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6.2 Descripcion vectorial de los puntos 
de un piano 


El concepto de piano en un espacio IR n nace de manera natural 
de la idea vivencial de piano que se tiene para el espacio M 3 . 
Considere un punto P en un piano y dos vectores u y u no paralelos 
y en la direction del piano, como se muestra en la figura [(I~T| en la 
pagina 
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Observe, tanto en la figura [6~T| como en |6.5| que para cualquier 
punto X en el piano, el vector PX es un vector localizado con 

punto inicial y final en el piano. Luego el vector PX se puede 
escribir como combination lineal de los vectores u y v dados: 

PX = tu + sv. 



Figura 6.5: PX es combination lineal de u y v. 


Para reconocer mejor este hecho, en el anterior grafico se ilus- 

tra, con otra position para PX , que el vector PX siempre se puede 
reconocer como la diagonal de cierto paralelogramo con lados tu 
y sv. de manera que: 

PX =tu+sv 


para algunos valores t y s en 1R. 
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Como tambien PX = X — P, entonces X = P + PX luego, 
para todo punto X del piano: 

X = P + tu + sv 

E inversamente, si un punto Q se puede escribir en la forma: Q = 
P + tu + sv para algunos valores t y s en 1R, entonces PQ = Q — 

P = tu + sv lo que significa que PQ es combination lineal de dos 
vectores que clescriben la direccion del piano y se puede interpretar 
como la diagonal de un paralelogramo con lados paralelos a u y 

v, de manera que el vector localizado PQ esta en la direccion del 
piano y como P es un punto del piano necesariamente Q pertenece 
al piano. 


6.2.1 Ecuacion vectorial de un piano 

Definition 6.3 (Pianos en IR n , n > 2) 

Dado un punto P y dos vectores u y v no paralelos, se llama piano 
que contiene a P en la direccion de los vectores u y v al conjunto: 

{X £ lR n \X = P + tu + sv con t y s en IR} 

y se denota V(P,u,v). La ecuacion X = P + tu + sv se denomina 
ecuacion vectorial del piano V(P,u,v). 


Ejemplo 6.4 Dados los puntos P = (1,1,—4), Q = (2,—2,3) y 
R = (—3,1,4) determine la ecuacion vectorial del piano que los 
contiene. 



Figura 6.6: Plano por los puntos P, Q y R. 
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Solucion: Observe que los vectores PQ y PR determinan la 

direccion del piano: 

PQ = Q-P PR = R — P 

= (2, -2, 3) - (1,1, -4) = (-3,1,4) - (1,1, -4) 

= (1,-3,7) =(-4,0,8) 


De manera que una ecuacion para el piano que contiene los puntos 
P, Q y R es: 


Or, y, z ) = (1,1, -4) + t( 1, -3,7) + s(- 4,0,8) 

La eleccion del punto P como punto inicial para los vectores que 
determinan la direccion del piano es arbitraria, igualmente se pudo 
elegir Q o el punto R, obteniendo en cada caso ecuaciones vecto- 
riales distintas pero que igualmente describen a todos los puntos 
de este piano. 


6.2.2 Ecuacion normal de un piano en JR 3 

Una nueva forma de clescribir un piano, valida solo para pianos 
en 1R 3 , se obtiene al reconocer que su direccion tambien puede ser 
determinada por un solo vector, pero en este caso, perpendicular 
al piano. 

Sea P € JR 3 un punto del piano y n un vector perpendicular 
al piano. 



Figura 6.7: Plano que contiene a P, perpendicular a n. 
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Todo punto X € 1R 3 del piano satisface que PX es un vector 
en la direccion del piano. Y como n es perpendicular (al piano), 
entonces 

PX ■ n = 0. 


De esta manera, todo punto X , del piano que contiene a P y es 
perpendicular a n, satisface: 


PX •n = 0 
(X-P)-n = 0 

X ■ n = P ■ n. 

La ecuacion ( X — P) ■ n = 0 es conocida, a veces, como 
ecuacion punto normal del piano. Ademas, si se conviene en que 
X = (x,y,z), P = (pi, p 2 ,Pz) y n = (a, 6, c), la ecuacion anterior 
adquiere la forma: 

X ■ ft = P ■ ft 

(x,y,z) ■ (a,b,c) = (pi,p 2 ,p 3 ) ■ (a,b,c) 

ax + by + cz = api + bp 2 + cp 3 

donde P y n son datos conocidos, entonces el lado derecho de la 
ultima ecuacion se reduce a una constante d = api + bp 2 + cp 3 , y 
la ecuacion adquiere la muy conocida forma: 

ax + by + cz = d. 


Definicion 6.4 (Ecuacion normal de un piano en 1R 3 ) 

Todos los puntos (x, y, z) de un piano que contenga al punto P = 
(pi,p 2 ,p 3 ) y sea perpendicular al vector n = (a, b,c), y solo estos, 
satisfacen que: 

ax + by + cz = d 

donde d = ap\ + bp 2 + cp 3 . Ademas se dice que el vector n es 
normal al piano, o que el piano contiene a P y es normal a n. 


Ejemplo 6.5 Determine la ecuacion normal del piano que con¬ 
tiene los puntos P{ 1,1, —4), Q(2, —2, 3) y R{— 3,1,4). 
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Figura 6.8: Plano por los puntos P, Q y R. 


Solucion: Con estos datos, para obtener la ecuacion normal del 
piano se requiere determinar un vector ft = (a, b , c) perpendicular 

al piano. Como se conoce que los vectores PQ y PR tienen la 
direccion del piano, entonces el vector ft buscado es perpendicular 
a estos y debe satisfacer: 

PQ ■ ft = 0 y PR ■ ft = 0. 

En el ejemplo |6.4| se determino que 

PQ=(l,-3,7) y PR =(-4,0,8) 

entonces ft = (a, b, c) debe cumplir que: 

(1,-3,7 )-(a,b,c) = 0 
(-4,0,8) -(a, b, c) = 0 


O sea, 

la — 3b + 7c = 0 
—4a + 8c =0 

Resolviendo este sistema de ecuaciones se llega a que a = 2c y 
b = 3c donde c se puede elegir libremente. Entonces (a, b , c) = 
f(2,3,1) con t, e 1R y en particular para (a, b, c) = (2,3,1) la 
ecuacion normal del piano buscada es: 


X ■ ft = 
(x,y,z) ■ (2,3,1) = 
2x + 3y + z = 


P ■ ft 

(1,1,-4)-(2, 3,1) 

1 . 
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Definicion 6.5 (Pianos paralelos y perpend, en IR 3 ) 

Dos pianos de 1R 3 se dicen paralelos si sus vectores normales son 
paralelos y perpendiculares cuando sus vectores normales son per- 
pendiculares. 


Observe que la anterior definicion es valida solo para pianos 
en 1R 3 . Si (P, V\,U\) y V 2 ( P, v 2 , u 2 son dos pianos en M n , para 
que sean paralelos se requiere que 

Ci{v\,u\} = C£{v 2 ,u 2 } 

Esto significa que los subespacios que generan los vectores de di- 
recciones son los mismos. Ahora cuando estos subespacios son 
ortogonales, (vi es ortogonal a v 2 y u 2 asi como U\ ). los pianos 
seran perpendiculares. Las ideas de subespacios generados y sub¬ 
espacios ortogonales se introduciran en el siguiente capftulo. 


6.3 Hiperplanos 


Cuando la anterior forma de describir un piano se aplica a vectores 
de M ", el resultado son conjuntos de puntos que en IR 2 consti- 
tuyen rectas, en IR 3 pianos, y en general se denominan hiper¬ 
planos. 



Figura 6.9: Hiperplano que contiene a P ortogonal a a. 


Dado un punto P £ lR n y un vector a tambien en M n , todos 
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los puntos X tales que PX J_ a, satisfacen: 

PX-a = 0 
(X-P)-a = 0 

X ■ a = Pa 

Si se conviene en que X = (x±,x 2 , • • •, x n ), P = (pi,p 2 , ■ ■ ■ ,Pn ) y 
a = (oi, 02 ,, a n ), entonces la ecuacion ultima se escribe: 

X ■ a = P ■ a 

(xi, ■ • • ,x n ) ■ (a u ... ,a n ) = (pi,...,p n )-{a 1 ,...,a n ) 

a±xi + a 2 x 2 H-1- a n x n = aqpi + a 2 p 2 H-h a n p n 

Y como P y a son datos dados, el lado derecho de esta ultima 
ecuacion se reduce a una constante d = a\p\ + a 2 p - 2 + • • • + a n p n 
para obtener la ecuacion: 

a\X\ + a 2 x 2 + • • • + a n x n = d 

que describe al hiperplano de M n que contiene a P y es ortogonal 
a a. 

Definicion 6.6 (Hiperplano) 

Dado un punto P € IR n y un vector a € lR n , se denomina hiper¬ 
plano que contiene a P ortogonal a a, al conjunto puntos X £ lR n 

tales que PX es un vector perpendicular a a. O sea, al conjunto 
{(xi,x 2 , ■ • •, x n )\aixi + a 2 x 2 H-h a n x n = d} 


donde d = a\p\ + a 2 p 2 + ■ ■ ■ + a n p n . 


Al igual que en el caso de los pianos, la direccion de un hiper¬ 
plano esta determinada por su vector normal, de manera que si 
dos hiperplanos tienen vectores normales paralelos, se dice que 
son paralelos. 

Ejemplo 6.6 Determine la ecuacion de un hiperplano paralelo a 
2 x\ + X 3 — 3x4 + X 5 = 8, que contenga el punto (—1,1, —1,0, 6). 


Solucion: Como el hiperplano a determinar es paralelo a 


2xi + X3 — 3 x 4 + X5 = 8 



202 


Rectas y pianos 


su vector normal puede ser a = (2,0,1, —3,1). Aclemas, como 
P = (—1,1, —1, 0, 6) es uno de sus puntos, entonces: 

d = P ■ a = 2 • (-1) + 0 • 1 + 1 • (-1) H—3 • 0 + 1 • 6 = 3 

y su ecuacion es: 


2xi + X 3 — 3x4 + X 5 = 3 


6.4 Distancias entre puntos, rectas y pia¬ 
nos 


Los problemas de calcular distancias entre puntos y rectas, puntos 
y pianos o entre dos rectas son problemas de optimization que 
buscan distancias minimas entre estos objetos. 

Por ejemplo, encontrar la distancia entre el punto Q y un piano 
V(P, u, v) requiere determinar el punto R, en este piano, tal que la 
distancia de Q a R sea minima. Aunque la solution al problema se 
puede obtener con la teoria de maximos y minimos, una via mas 
directa es reconocer que el punto R, que minimiza la distancia a Q , 

forma un vector RQ perpendicular al piano, y que la distancia a 
calcular es la norma de este vector. Dados estos hechos, se utilizan 

los resultados sobre proyecciones ortogonales para determinar RQ , 
sin necesidad de calcular R. 



Figura 6.10: Distancia del punto Q a un piano que contiene a P 
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Esta estrategia, puramente geometrica, resulta ser un valioso 
procedimiento que puede aplicarse a otros problemas de opti¬ 
mization en IR", como se vera en algunas de las aplicaciones a 
desarrollar en otros capi'tulos. 

Entonces d(Q, V ), la distancia de Q al piano V(P, u, v) es dada 

por la norma del vector RQ , donde R es el punto de intersection 
entre el piano y la recta que contiene a Q y es perpendicular al 
mismo piano. 



Figura 6.11: Distancia del punto Q al piano V(P,u,v). 


En el grafico [till se puede observar que: 


RQ 


Proy r PQ 


Luego, 

d(Q,V) 



Pr°y n p Q 


PQ ■ n 
n ■ n 


n 


(Q - P) • n-. 

y ^ 4 - n 

n ■ n 


_ AQ-P) 


n ■ n 


|| || = \{Q — P) ■ n\ 

llnll 2 


ll^ll 


































204 


Rectas y pianos 


6.5 Ejercicios 


1. En cada caso, encuentre ecuaciones a) parametricas escalares 
y b) simetricas, para la recta que: 

i) Contiene los puntos (—1,0,6) y (2,3,—5). 

ii) Contiene el punto (2, —3,4) con la direction del vector 
(-2,0,3). 

2. Proponga tres ecuaciones vectoriales distintas para la recta 
que contiene los puntos (1, —1,1) y (0,2,3). 

3. En cada caso, determine una ecuacion vectorial para la recta 
con las condiciones dadas: 

a) Paralela a x X ^ = y = ° y que contenga el punto 
(2,3,-5). 

b) Que pase por el origen y sea perpendicular a las rectas 

(x,y,z) = (2-3t,-3,4 + t) y (x, y, z) = (t, 0, 3t) 

c) Que corte perpendicularmente a la recta x ~jr ^ ^ 

z = 1, en (—1,3,1). 

4. En cada caso, de ejemplos de ecuaciones vectoriales para dos 
rectas en IB? que cumplan las siguientes condiciones: 

i) Que sean perpendiculares y no se corten. 

ii) Que sean paralelas y distintas. 

5. Obtenga una ecuacion normal para el piano con las condi¬ 
ciones dadas, en cada caso: 

a) Es perpendicular a la recta (x, y, z) = (2 — 2 1, t,l + t) y 
contiene el punto (2,1,2). 

b) Es paralelo a la recta (a:, y, z) = (2 — 2 1, t, 1+t) y contiene 

a la recta ^ x = ■ 

c) Contiene el punto (0, —3,1) y es paralelo a piano 
(x, y,z ) = (2 — 31 + s,t — s, 51 ). 
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6. En cada caso, determine una ecuacion vectorial para el piano 
que cumple: 

a) Contiene el punto (2, —6,1) y la recta 
( x,y,z ) = (2 - 3t,t,5t). 

b) Es perpendicular a la recta ( x, y, z) = (2 — 2 1, t, 1 + t) y 
contiene el punto (1,1,1). 

c) Contiene las rectas ( x , y, z) = (2 — 2t, t,l + t) y 

2 — x y z — 1 
2 ~~ ^3 “ 4 

d) Contiene el punto (0, —3,1) y es paralelo al piano 
2x — 3y + z = 5. 

7. Determine el punto de interseccion de la recta 

x — 2 2+1 

2 “ y = -5 

con el piano —3x + Ay — z = 6. 

8. En cada caso, proponga ejemplos de ecuaciones normales para 
tres pianos distintos que satisfagan: 

a) Tienen a (2, —6,1) como unico punto en comun. 

b) Su interseccion es la recta (x, y, z) = (2 — 2 1, t,l + t). 

c) Son mutuamente perpendiculares y contienen el punto 
(1,-2,3). 

d) Son distintos y paralelos. 

9. Considere las lineas rectas dadas por las ecuaciones: 


1 + t 

( x = 

3-t 

1 -t 

y { y = 

— 1 + t 

1 + t 

l - = 

1 + 2 1 


a) Pruebe que estas lineas se intersecan ortogonalmente. 

b) Muestre que A = (1,1,1), B = (3, —1,1), 

C = (7/3, —1/3, 7/3), forman un triangulo rectangulo y 
calcule su area. 

10. Considere las rectas l\ = {(2 1, 3 1 — 1, t)\t G 1R} y 
I 2 — {(—t,2 1 + 1, —2 1 + 3 )\t G IF?}. 
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a) Calcule las ecuaciones cartesianas de dos pianos paralelos 
it i y 7 r 2 tales que l\ C 711 y Z 2 C 7t 2 . 

b) De una ecuacion vectorial para la recta 1$ que es perpen¬ 
dicular a l\ y a I 2 y contiene el origen. 

c) Encuentre el punto M donde ^3 interseca 7 Ti y el punto 
N donde I 3 interseca 7 t 2 . 

cl) Utilice c) para calcular la distancia entre las rectas l\ y 

h- 

11. Sea P = Oi,p 2 ) y a = (a, b). 

a) Muestre que todo punto X = ( x , y ) de la recta que con¬ 
tiene a P y es perpendicular a a satisface que: 

ax + by = api + bp -2 

b) Muestre que la ecuacion ax+by = c describe una recta de 
1R 2 perpendicular a (a, b) y que contiene el punto {xq, yo) 
tal que c = ax 0 + byo. A1 vector (a, b ) se le llama vector 
normal de la recta. 

c) Demuestre que dos rectas y = mix + b± y y = m 2 a; + 6 2 
son perpendiculares si y solo si mim 2 = — 1 . 

12 . Demuestre que la distancia de un punto (xo, yo,Zo) al piano 
con ecuacion ax + by + cz + d = 0 es: 

laa’o + by 0 + cz 0 + d\ 

(a 2 + b ' 2 + c 2 ) 1 / 2 

Encuentre el punto P del piano 5x — 14 y + 2z = —9 mas 
proximo al punto Q = (—2,15, —7). 

13. Considere la recta t(P,v) de 1R 2 y un vector a perpendicular 
a £ 

a) Justifique geometricamente que la distancia de un punto 
Q £ IR 2 a la recta £ es dada por: 

d _ \(Q-P)-d\ 

||o|| 

b) Y si la recta tiene ecuacion ax + by + c = 0 y el punto 
Q = (xo,yo) demuestre que: 

d 


|acc 0 + by 0 + c| 
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c) Muestre tambien que la distancia de una recta y = mx+b 
al origen es \b\/\/m 2 + 1. 

14. Sea £(P, v) una recta en M 3 y Q un punto del mismo espacio. 



a) Demuestre que la distancia del punto Q a la recta £ es 
clada por: 

d=\\PQ- Proy V PQ\\ 

b) Sea a un vector perpendicular a t ^Porque d ^ \\Proy a PQ\ \ 

c) ^Existe un vector a J_ l tal que d = ||Proy a P(5||? 

15. Sea £(P, v) una recta paralela al piano it : ax + by + cz+d = 0. 



a) Determine una formula para la distancia entre el piano 
7r y la recta £. 

b) ^Cual es la distancia entre la recta (x, y, z ) = (3—3 1, —2+ 
t, 1 + 2 1) y el piano — x + by — 4z = 8? 
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16. Sean Pi : ciix+biy+ciz+di = 0 y P 2 '■ a 2 a:+& 2 y+c 2 z+(i 2 = 0 
clos pianos paralelos. 



a) ^Cual es la distancia del piano V\ al piano P 2 ? 

b) Considere los pianos 2x — 3y + 5z + 6 = 0 y — 2x + 3 y — 
5z + 1 = 0. i,Que distancia los separa? 

17. Sean i\ y £ 2 dos rectas en M n , n > 2. Demuestre que existen 
clos pianos paralelos V\ y V2 tales que l\ C V\ y £2 C P 2 - 



Ademas, considere las rectas: 

ix = {(2i,3i- l,t)/t e 1R} 

@2 = {(— 2t H~ 1, —2t-(-3)/t(E IF?} 

a) Calcule la ecuacion normal de dos pianos con las propie- 
dades indicadas. 

b) Determine la distancia entre i\ y £ 2 - 

c) De una ecuacion vectorial de la recta perpendicular a l\ 
yaf 2 , que contiene el origen. 
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18. Un piano V tiene las siguientes ecuaciones parametricas es- 
calares: 

x = 1 + s H—21 

y = 2 + s + 4t 
z = 2 s+t 

a) ^Cuales de los siguientes puntos estan en el piano V?: 
(0,0,0), (1,2,0) y (2,-3,-3). 

b) Determine una ecuacion vectorial para este piano. 

19. En cada caso, determine la intersection de las rectas i\ (P,v) 
y 4(Q,w). 

a) P = (1,1,1), v = (1,2,3), Q = (2,1,0) y w = (2,8,14). 

b) P = (0, 2, 5), v = (1,1, -1), Q = (1,2,1) y w = (0,1,1). 

c) P = (1,-3,2), v = (1,2,-1), Q = (4,3,-1) y w = 
(-2,-4, 2). 

20. Sean P = (1,2,3) y v = (1,-2,2), observe que todos los 
puntos X de la recta £(P, v) se pueden expresar en la forma: 
X(t) = P + tv. Sea ademas Q = (3, 3,1). 

a) Determine d{t) = ||Q — X(t)|| 2 . 

b) Demuestre que hay exactamente un punto X(to) para el 
cual d(to) es minima y determinelo. 

c) Demuestre que Q — X(to) es perpendicular a v. 

21. Sean X(t) = P+tv los puntos de una recta £(P, v) en IR n y Q 
un punto de IR n que no pertenece a £. Demuestre que d(t) = 
11Q — X(t)|| 2 es un polinomio en t, de grado 2, que alcanza su 
valor minimo en un unico punto X(to) y que Q — X(to) es 
ortogonal a v. 

22. Sean P = (1,1,1), Q = (1,1, -2), v = (2, -1,3), u = (2,1, 3) 
y w = (0,1,1). Demuestre que la recta £{P,v) y el piano 
V(Q,u, w) se intersecan en un solo punto Xq. Determine X$. 

23. Sea V el piano determinado por los puntos (1,1, —2), (3, 3, 2) 
y (3,—1,-2). Determine: 

a) Un vector normal V. 

b) Una ecuacion cartesiana para V. 

c) La distancia del piano al origen. 
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24. Sean P y Q puntos de un piano V. Demuestre que todo punto 
de la recta que contiene a P y a Q pertenece al piano V. 

25. Encuentre una ecuacion para la recta que contiene a (2,1, —3) 
y es perpendicular al piano 4x — 3y + z = 5. 

26. Un movil se mueve en el espacio de modo que en el instante 
t su position es X(t) = (1 — t, 2 — 3 t, 2t — 1). 

a) Demuestre que el movil se mueve a lo largo de una recta 

L 

b) ^En que instante el movil toca el piano 2x + 3y + 2z + l = 
0 ? 

c) Determine la ecuacion cartesiana de un piano perpendic¬ 
ular a l que pasa por X(2). 

27. Demuestre que si V\ y V 2 son pianos no paralelos en IR 3 
entonces su interseccion es una recta. 

28. Demuestre que las diagonales de un paralelogramo se interse- 
can en el punto medio. 

29. Demuestre que las medianas Q de un triangulo con vertices 
.Ai, A 2 , A 3 se cortan en el punto |(^i + A 2 + A 3 ). 


1 Las medianas en un triangulo son segmentos de recta que unen un vertice 
con el punto medio del lado opuesto. 



Capitulo 7 

Espacio vectorial lR n 


Los espacios vectoriales son un punto cle partida, para estudiar 
muchos conjuntos de objetos de la matematica. Podemos decir 
que entre estos espacios los mas conocidos son IR , IR 2 , y M 3 . Sin 
embargo, tal vez esto podria inducir a una mala interpretation 
del concepto de espacio vectorial, porque dichos espacios tienen 
caracteristicas adicionales que los convierten en espacios vecto¬ 
riales especiales: en ellos se definen las nociones de distancia y 
angulos, conceptos que en general no estan presentes en los espa¬ 
cios vectoriales. 

Como se vera, lo fundamental que tiene un conjunto para 11a- 
marlo espacio vectorial es que sus objetos se puedan sumar y 
multiplicar por un escalar. Y que estas operaciones tengan las 
10 propiedades basicas que se enuncian en la definition siguiente. 
Asi los espacios vectoriales constituyen una plataforma inicial para 
estudiar ciertos conjuntos relacionados con conceptos como com¬ 
bination lineal, independencia lineal y bases, entre otros. 

Cuando en estos espacios se definen los productos infernos y 
se origina los conceptos de normas, angulos y proyecciones, los 
espacios resultantes se denominan espacios con producto interno 
o espacios vectoriales normados, este es caso de los espacios IR n . 
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7.1 Definicion y propiedades basicas 


Definicion 7.1 (Espacio vectorial real) 

Un conjunto de objetos E se llama espacio vectorial real y sus 
elementos se Hainan vectores, si en este se han definido dos ope- 
raciones: a) una suma de vectores (denotada por +) y b) un pro- 
ducto de un numero real por un vector, que tengan las siguientes 
propiedades: 

1. Si u £ E, v £ E entonces u + v £ E 

2. Si u £ E, c £ IR entonces cu £ E 
Para todo u,v,w en E y todo a,b £ M 

3. u + v = v + u 

4- (u + v) + w = u + (v + w) 

5. Existe 0 e £ E tal que: u + 0 e = u 

6. \/u £ E, existe —u £ E tal que: 
u H —u = 0 e 

7. (a + b)u = au + bu 

8. a(u + v) = au + av 

9. ( ab)u = a(bu) 

10. 1 u = u 


7.1.1 Ejemplos: espacio de matrices 


Ejemplo 7.1 El conjunto de matrices M(m,n, IR), para cada 
pareja de enteros positivos n y to, es un espacio vectorial real con 
las operaciones suma de matrices y multiplication de una matriz 
por un escalar. 


Como se podra recordar cuando estos conjuntos fueron estu- 
diados, las operaciones mencionadas resultaron con las propiedades 


enunciadas de (1) a (10) en la definicion 7.1 


Ejemplo 7.2 Entre los espacios vectoriales anteriores, los con- 
juntos M(n,l, IR), constituyen casos particulares especialmente 
importantes, por lo que recibieron una denomination especifica: 
espacios de vectores columna M n . 

Con los 10 axiomas fundamentales para las operaciones de los 
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espacios vectoriales se puede mostrar que el elemento 0 e es unico y 
tambien es unico el elemento inverso aditivo —u, para cada u £ E. 
Ademas se construye una nueva operacion, u—v, denominada resta 
o diferencia de vectores, a partir de los inversos aditivos y +, en 
la siguiente forma: 

V u,v en E : u — v = u+(—v). 


En el siguiente teorema se presentan otras propiedades impor- 
tantes que se deducen de los 10 axiomas en la definicion 7.1 y que 
son utilizadas con frecuencia al operar con vectores. 


Teorema 7.2 Sea E un espacio vectorial real, 0 e £ E el vector 
cero, y a,b escalares en JR entonces para todo u,v £ E se tiene: 

1) Ou = 0 e 

2) aO e = 0 e 

3) (—a)u = —(au) = a(—u) 

4) au = 0 e => a = 0 o u — 0 e , o ambos 

5) au = av y a ^ 0 => u = v 

6) au = bu y u ^ 0 e => a = b. 


7.1.2 Mas ejemplos: espacios de funciones 

En los siguientes ejemplos, los vectores son funciones reales de 
variable real. Para estos casos, la suma de dos vectores, /, g corres- 
ponde a la suma de dos funciones, f + g, definida corrientemente 
como: 

(f + g) 0) = f(x) + g(x). 

Y el producto de un escalar a por una funcion /, que define una 
nueva funcion a /, como: 


(af)(x) = af(x). 

Ejemplo 7.3 El conjunto de todas las funciones reales, definidas 
sobre un intervalo dado. 
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Ejemplo 7.4 El conjunto de los polinomios en una variable real 
y con coeficientes reales. 

Ejemplo 7.5 El conjunto de los polinomios P[x ), de grado menor 
o igual que n, con coeficientes reales: 

P n = {P(x) = a 0 + aix + a 2 x 2 H-h akX k \k < n}. 


La demostracion de que cada uno de estos tres conjuntos de 
funciones, cumplen la definicion |7.1[ es un ejercicio sencillo aunque 
largo, donde se verifica que la suma de funciones ( o de poli¬ 
nomios), con la multiplication de un escalar por una funcion, sa- 
tisfacen los 10 axiomas de esta definition. 


7.2 Subespacios 


Algunos subconjuntos de los espacios vectoriales merecen especial 
atencion porque reproducen en sf mismos la estructura del espacio 
vectorial al que pertenecen. 

Definition 7.3 (Subespacio) 

Se dice que S es un subespacio de un espacio vectorial E si S es 
un subconjunto no vacio de E y, con las mismas operaciones de 
suma y multiplicacion por un escalar de E, es en si mismo un 
espacio vectorial. 


Una caracterizacion operatoria de los subespacios se logra con 
el siguiente teorema. 


Teorema 7.4 Sea E un espacio vectorial, y S C E un subcon¬ 
junto no vacio. Si S sat.isface las dos propiedades: 

(i) Si x £ S y y £ S entonces x + y £ S 

(ii) Si x £ S y a £ JR entonces ax £ S 

entonces S es un subespacio de E. 
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Demostracion: S cumple las 10 propiedades de la definici6n |7.1| 
en la pagina 212 (1) y (2) corresponden a las hipotesis (i) y (ii), 


las propiedades (3), (4), (7), (8), (9) y (10) se satisfacen porque 
si x, y y z son elementos de S, como S C E, tambien lo son de 
E y en este espacio se sabe que son proposiciones valederas. La 
propiedad (5) —existe 0 e £ S tal que 0 e + x = x, V a; e S — se 
deduce de la hipotesis (ii) porque como S 0, existe x £ S y por 

a) del teorema [L2| 0a; = 0 e luego 0 e £ S. Y similarmente se tiene 
la propiedad(6) — V x £ S existe — x £ S tal que —x + x = 0 e —, 
esto porque —x = (— l)x, segun teorema 7.2 tomando a = —1 en 

b) , el cual es un elemento de S en virtud de (ii) \/ x £ S. 


Un resultado especialmente importante que se obtiene de la 
demostracion anterior es que si S es un subespacio vectorial en- 
tonces 0 e £ S (0 e es el cero del espacio vectorial E). Es decir, 
todo subespacio vectorial contiene al vector cero. 


7.2.1 Ejemplos 


Ejemplo 7.6 Si E es cualquier espacio vectorial, dos subespa¬ 
cios de E son: {0 e } y E, a veces llamados subespacios triviales, 


Observe que claramente cumplen (i) y (ii) del teorema 7.4 


Ejemplo 7.7 Muestre que si A £ M(n,m, JR), entonces 
S = {i£ JR m /Ax = 0„} 
es un subespacio vectorial de JR m . 

Demostracion: Observe primero que S ^ 0 porque 0 m £ S. 
Sean x y y en S entonces A(x + y) = Ax + Ay = 0 ra + 0 ra = 0„ de 
manera que x + y £ S. Por otra parte, si x £ S y a £ 1R entonces 
A(ax) = aAx = a0„ = 0„, por lo tanto ax £ S. Luego S es un 
subespacio de JR m . 
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Nota 


Las proposiciones 


(i) Six£Syy£S entonces x + y £ S 

(ii) Si x £ S y a £ IR entonces ax £ S 


en el teorema (7.41 son equivalentes a la proposition 

Si X £ S', y £ S y a £ 1R entonces x + ay £ S 
lo cual simplifica la escritura de demostraciones sobre subespacios. 

n 


Ejemplo 7.8 El subconjunto de: 

S = {(t — 2s, —s,t)/t £ IR y s £ IR}. 

S es un subespacio vectorial de IR 3 . 

Demostracion: Six£Syy£S entonces existen t\, si y 

t 2 , S 2 en IR tales que 

x = (ii - 2s 1 ,-s 1 ,ti) y y = (t 2 - 2s 2 , -s 2 ,t 2 ) 

Luego Va £ IR, 

x + ay = (t\ — 2si,—Si,ti) + a(t 2 — 2s 2 ,—S 2 ,t 2 ) 

= (ti — 2si + at 2 — 2 as 2 , —s 1 H— as 2 , h + at 2 ) 

= ((<1 + at 2 ) - 2(si + as 2 ), —(si + as 2 ),h + at 2 ) 

De maneraque existen t = ti+at 2 y s = Si + as 2 , numeros reales, 
tales que 

x + ay = (t — 2s, —s, t) 

por lo tanto x + ay £ S y se concluye que S es un subespacio 
vectorial. 


Ejemplo 7.9 Si T es el espacio vectorial de todas las funciones 
reales de variable real, el subconjunto F de estas funciones para 
las que /(0) = 0 es un subespacio vectorial de T. 
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Demostracion: Si / y g pertenecen a F, /(0) = 0 y g(0) = 0, y 
si ademas a £ M, entonces 

(/ + ag)(0) = /(0) + ag(0) = 0 + aO = 0 

luego / + ag £ F, por tanto F es un subespacio vectorial de T. 


Ejemplo 7.10 Sea A una la matriz n x k y V el conjunto de 
combinaciones lineales de las columnas de A: 

V = {6 € IR 11 /b = Ax, para algun x £ lR k }. 

El subconjunto V es un subespacio de M n . 

Demostracion: Claramente V ^ 0, porque 0 ra = A0i~, entonces 
0 n £ V. Ahora, si b y c pertenecen a V y a es cualquier numero 
real existen x y y en IR k tales que b = Ax y c — Ay de manera 
que 

b + ac = Ax + a Ay = A(x + ay). 

Entonces existe 2 = x + ay £ IR k tal que b + ac = Az por lo tanto 
b + ac £ V. 


El ejemplo [7^8] es un caso particular del ejemplo [7. 10 [ observe 
que: 



luego, S = {b £ M 3 /b = Ax, para algun x £ IR 2 }, donde 



Describiendo S en la anterior forma, es posible mostrar, tal vez 
de una manera mas sencilla, que el conjunto S, en el ejemplo 
|7.8[ es un subespacio vectorial, usando el mismo esquema de de¬ 
mostracion del ejemplo [7. 10| 
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Ejemplo 7.11 Considere una matriz A £ M(n,m, M) y S = 
{x £ IR m /Ax = b } donde b es un vector no nulo de JR n . Observe 
que S no es un subespacio vectorial de M m . 

Demostracion: Como el vector 0 m no es una solution de Ax = b , 
puesto que A0 m = 0 n ^b, entonces 0 m £ S y S no es subespacio 
de JR m . 


Ejemplo 7.12 Sea U = {A £ M(3, M)/A es diagonal }. Muestre 
que U es un subespacio vectorial. 

Demostracion: La matriz de ceros de orden 3 x 3 es diagonal, 
por lo tanto (7^0. Ahora, sean A£U,B£Uyt£lR. 1 y observe 
que 

/ a -\ 0 

A + tB = I 0 02 

\ 0 0 

( ai + tbi 

0 

Luego A + tB es tambien diagonal, lo cual prueba que U es sub¬ 
espacio de M(3,1R). 



h 0 0 
0 b 2 0 
0 0 b 3 


0 0 

a 2 + tb 2 0 

0 a 3 + tb 3 


7.2.2 TL’es subespacios tipicos de lR n 

Entre los subespacios de lR n tres tipos de ellos merecen especial 
atencion por su interpretacion geometrica y la frecuencia con que 
aparecen en el Algebra Lineal. Estos son: 


Las rectas por el origen 

Dado un vector v £ M n no nulo el subespacio 
L = C£{v} = {tv/t £ JR} 
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esta constituido por todos los puntos de IR n en una recta que 
contiene el origen y la direccion del vector v. 



Figura 7.1: Subespacio L: recta por el origen en la direccion de v. 


Pianos por el origen 

Si se consideran dos vectores u, v G JR n l.i. el subespacio 

V = C£{u, = {tu + sv | f, s G 1R} 

corresponde al conjunto de todos los puntos de un cierto piano 
de lR n que contiene el origen en la direccion de los vectores u y 
v. Es precisamente la description vectorial de un piano de puntos 
X = P + tv + su, para el que P = 0„. 

Ejemplo 7.13 El subespacio 

£ = ££{( 0 , 1 , 1 )*, ( 1 , 1 , 0 )*} 

corresponde al piano de M 3 determinado por los puntos (0,0,0)*, 
(0,1,1)* y (1,1, 0)*, que se extiende en la direccion de los vectores 
(0,1,1)*, (1,1,0)*. Y por lo tanto, todo punto que pertenezca a 
este piano se puede escribir en la forma: 

(■ x , y, zf = t{ 0, 1 , 1)* + s(l, 1 , 0)* 


Hiperplanos por el origen 

Como caso especial entre los subespacios correspondientes al ejem¬ 
plo [7)7] expuesto en la pagina[2T5j se tienen los hiperplanos por el 
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origen, es decir los subespacio de IR n correspondiente al conjunto 
solution de una sola ecuacion homogenea en n variables: 

H = {x € M n \aiXi + 0 , 2 X 2 + ■ ■ ■ + a n x n = 0}. 

Este subespacio tambien se describe en terminos del vector a = 
(ai, a 2 ,..., a n Y como: 

H = {x G IR n \a ■ x = 0} 

Lo que nos permite visualizar que el subespacio H esta formado 
por todos los vectores de M n que son ortogonales al vector a. 



Figura 7.2: Subespacio H: hiperplano por el origen ortogonal a 

a. 


7.3 Combinaciones lineales y conjuntos 
generadores 


Basados, exclusivamente, en la estructura algebraica de los espa¬ 
cios vectoriales —suma de vectores y multiplication de un escalar 
por un vector, con sus propiedades— se definen una serie de con- 
ceptos como: combination lineal de vectores, conjuntos generado¬ 
res, independence lineal, bases, etc., algunos ya introducidos al 
estudiar los vectores columna, pero que ahora se retoman en una 
forma mas general. 
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Definicion 7.5 (Combinaciones lineales) 

Sea E un espacio vectorial y {vi,V 2 , ■ ■ ■ ,v p }, un conjunto de 
vectores de E. Se llama combinacion lineal de los vectores 
v\, V 2 , ■ ■ ■, v p al vector 


v = a\V\ + a 2 V 2 + • • • + a p v p 

cualquiera sea la eleccion de los escalares a±, 02 ,..., a p . Y al con- 
junto 


C£{v i, ..., v p } = {a\V\ + a 2 V 2 + ■ ■ ■ + a p v p \ai,a 2 , ... ,a p € M} 

se le denomina conjunto de combinaciones lineales de 
Vl,V 2 , ...,v p . 


Esta definicion no tiene nada nuevo si se piensa solo en los vec¬ 
tores columna de JR™, sin embargo, se ha repetido para reafirmar 
que ahora se aplicara a cualquier espacio vectorial, es clecir, a vec¬ 
tores Vi que tambien pueden ser matrices, polinomios o funciones. 


Ejemplo 7.14 Sean Vi, u 2) • • •, vectores de cualquier espacio 
vectorial E, entonces S = C(.{vi,V 2 , ■ ■ ■ ,Vk} es un subespacio de 


E. 


Claramente, cualquiera sea el espacio vectorial E, la suma de 
dos combinaciones lineales - de un mismo conjunto de vectores — 
es una nueva combinacion lineal de tales vectores, lo mismo que 
el producto de un escalar por una combinacion lineal de dichos 
vectores. Por lo tanto, la suma de vectores y la multiplication por 
escalares son operaciones cerradas en Cl{v i,f 2 ,... ,Vk} y este es 
un subespacio vectorial. 


7.3.1 Conjuntos generadores 

Una de las ideas mas importantes a asociar con la de espacio 
vectorial es la de conjunto generador. 
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Definition 7.6 (Conjunto Generador) 

Un conjunto de vectores {iq, i> 2 , ■ ■ •, Vk}, de un espacio vectorial 
E, se llama un conjunto generador de E si todo v £ E se puede 
expresar como combinacion lineal de los vectores V\,V 2 , ■ ■ ■ ,Vk- 


Observe que cuando {iq, t> 2 , • ■ ■, tq.} genera a E, entonces 
E = Cl{vi,v 2 , ■ ■ -,v k }. 

Porque siempre se tiene que Cl\y 1 , 1 ) 2 , ■■■ ,Vk} C E y cuando 
ocurre que todo v £ E se puede expresar como combinacion lineal 
de rq, V 2 , • • ■, Vk entonces E C C£{vi, V 2 , • • •, tq}. 

De esta manera se logra una caracterizacion importante del 
espacio vectorial E: todo vector en E es una combinacion lineal 
de un conjunto finito de vectores de E. Pero ... ^todos los espacios 
vectoriales tendran conjuntos finitos con esta caracteristica? La 
respuesta es no, sin embargo los espacios lR n y los matriciales si 
tienen esta particularidad. 


Ejemplo 7.15 Considere el espacio vectorial IR 2 y sus vectores 
ei = (1,0)*, e 2 = (0,1)*. Claramente todo vector ( x,yY £ IR 2 se 
puede escribir como combinacion lineal de e\ y e 2 : 



luego M 2 = CI{ ^ 
generador de M 2 . 


} y se dice que {ei,e 2 } es un conjunto 


Ejemplo 7.16 Sean v x = (1,2)*, v 2 = (0,3)* y v 3 = (-1,6)*, 
se puede comprobar que el conjunto {v\,V 2 ,Vz} es tambien un 
conjunto generador de IR 2 . 

Hay que mostrar que para todo vector (x,yY £ IR 2 existen 
escalares aq, 02 , 03 tales que 



Esta ultima proposition de igualdad conduce al sistema de ecua- 
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ciones lineales: 



en las variables a\,a^ ya 3 , el cual se transforma a uno equivalente 
mediante las siguientes operaciones element ales: 


10-1 
2 3 6 


-2/r + h 


10-1 
0 3 8 


x 

y-2x 


( 1/3 )/ 2 


10-1 x 
0 1 8/3 (y — 2x) /3 


De lo anterior se sigue que el sistema tiene infinitas soluciones; 
especi'ficamente, que para cada (a :,y)*: 


= x +1 

y-2x 8 + 
3 T 


a i 

a 2 = 
a 3 = t 


con t G M 


En particular, si se elige t = 0 entonces V ( x,yY 


y -2x /0 


-1 

6 


Conclusion: JR 2 = 2)*, (0, 3)*, (—1,6)*}. 


Ejemplo 7.17 Considere los vectores de M 3 , V\ = (1,1,—1)*, 
v 2 = (0,1, —2)*, v 3 = (—1,0, —1)*- Muestre que el conjunto 
{vi,V 2 ,v 3 } no genera a 1R 3 . 


Solucion: Nos proponemos demostrar que 

]R 3 ± Ct{vi,v 2 ,v 3 } (7.1) 

^Para todo v = (a, 6, c) 4 , existen escalares ai,a 2 ,a 3 tales que 



Reduciendo la matriz aumentada del sistema 
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se obtiene: 


—1 a 
0 6 


-1 —2 -1 


— l/l + /2 

l/l + /3 


-1 

1 


0 -2 —2 



2/2 + h 



0 -1 



Luego, cualquier vector v = (a, 6 , c ) 4 tal que —a + 26 + c ^ 0 no 
pertenece a C£{vi, V 2 , U 3 }, por ejemplo v = (1,1,1)*. Esto muestra 
la existencia de vectores de 1R 3 que no pertenecen a CH{v\, V 2 , U 3 } 
y por lo tanto demuestra la proposition (7.1). 


De este ejemplo se tiene que no es suficiente con tener 3 vec¬ 
tores para generar IR 3 , aunque claramente los tres vectores e± = 
(1,0,0), e 2 = (0,1,0) y e 3 = (0, 0,1) si lo generan. Por otra parte, 
en los ejemplos anteriores se pudo observar que varios conjuntos 
de vectores pueden generar a un mismo espacio vectorial. De todo 
esto surgen dos preguntas centrales: 


1. ^Para cada espacio vectorial, existira un conjunto finito de 
vectores que lo generan? 

2. Cuando hay un conjunto finito que genera el espacio ^Cual 
es el menor numero de elementos necesarios para generarlo? 


La primera pregunta ya se habfa formulado y se respondio que 
no. Especificamente, el espacio de funciones reales de variable 
real, no tiene un conjunto de funciones que lo generen, y tampoco 
el espacio de los polinomios en una variable con coeficientes reales 
tiene un conjunto finito que lo genere. 

La segunda pregunta nos lleva al concepto de independence 
lineal, ya visto para el caso de vectores columna y se respondera 
mas adelante. 
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7.3.2 Dependencia e independencia lineal 

Igual que en el caso visto de vectores columna, si {u±,... ,u p } 
son vectores de un espacio vectorial E cualquiera, se dice que 
son l.d. (linealmente dependientes), si al menos uno de ellos se 
puede expresar como combination de los restantes y que son l.i. 
(linealmente independientes) si no son l.d. lo cual se caracteriza 
en la siguiente forma: 

Definition 7.7 (Dependencia e independencia lineal) 

Un conjunto {ui,u 2 , ■ ■ ■ ,u p } de vectores de un espacio vecto¬ 
rial E se llama linealmente dependiente, l.d., si existen escalares 
ai, a 2 ,..., a p no todos nulos tales que 


aiui + a 2 u 2 + ■ ■ ■ + a p u p = O e 

Es decir, si uno de ellos es combinacion lineal de los restantes. Y 
se llaman linealmente independientes, l.i., si 

aiui + a 2 u 2 + • • • + a p u p = O e =>■ a\ = a 2 = • • • = a p = 0. 


Observe que si un conjunto de vectores contiene a 0 e entonces 
es l.d. y si esta compuesto por un unico vector no nulo entonces 
es l.i. 


Teorema 7.8 Sea V = Ct\yi,v 2 , • • ■ ,v p }, donde cada Vi 
pertenece a un espacio vectorial E, entonces cualquier conjunto 
de p + 1 vectores en V es l.d. 


De este teorema se deriva que cualquier subconjunto finito de 
C£{vi,v 2 ,..., v p }, con mas de p elementos es l.d. Su demostracion 
es un ejercicio donde se aplica induction matematica sobre p y 
puede ser consultada en [3j. 

7.4 Bases 

Entre los conjuntos generadores de un espacio vectorial E , aquellos 
para los cuales cada vector de E se expresa como combinacion 
lineal linica de ellos, adquieren especial importancia. 
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Definicion 7.9 (Bases de un e.v.) 

Un conjunto de vectores {vi,V 2 , ■ ■ ■ ,v k } de un espacio vectorial 
E, es una base de este espacio si y solo si todo vector v £ E 
se puede expresar como combinacion lineal unica de los vectores 
vi,v 2 , ■ ■ -,v k . 


Ejemplo 7.18 Muestre que 


f 

( M 





1 

1 

-1 


1 

0 

? 

-1 

-2 

[ 

\°) 


v) 


^ 0 / 


es una base de 1R 4 . 


M 


w 


Solucion: Para todo v = (a, 6, c,dY £ M 4 deben existir valores 
Xi, X 2 , X 3 y X 4 unicos tales que 


/ a\ 


f 1 ) 


(°) 


( l \ 


(°\ 

b 


1 

+ X2 

1 

+ X3 

-1 

+ X 4 

0 

c 

= Xi 

-1 

0 

-2 

0 

\d) 




v) 


\o) 


W 


o sea, el sistema 


/ a\ 


( 1 

0 

1 M 

<xY\ 

b 


1 

1 

-1 0 

X2 

c 


-1 

0 

-2 0 

X3 

\d) 


l 0 

-1 

0 1 ) 

\X4 / 


debe tener solucion unica. Su matriz aumentada es equivalente a 
la matriz 


/ 1 

0 

0 

0 

2a + c \ 

0 

1 

0 

0 

—3a + b — 2c 

0 

0 

1 

0 

—a — c 

V 0 

0 

0 

1 

—3a + b — 2 c + d J 


de manera que para cada v = (a, b , c, d)* £ 1R 4 , los unicos valores 
X\, X2, X3, X4 que satisfacen (7.21 son: 


X\ = 2 a + c 

X 2 = —3a + b — 2c 

X 3 = —a — c 

X 4 = —3a + b—2c+d 
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Ejemplo 7.19 Sean A\ = 

y A 4 = 


l -l 

o 1 


) ^2 — 


0 1 
1 0 


- ^3 — 


1 0 
0 1 

una base de M(2, M). 


. Muestre que {Ai,A 2 ,A 3 ,A 4 } es 


Solucion: Se debe demostrar que cualquier matriz 


A = 


a 

c 


b 

d 


de se escribe como combination lineal de A- t . A 2 , A 3 

y A 4 , de rnanera unica, es decir, existen escalares x\, x 2 , x 3 , X 4 
unicos tales que 

^ = X1A1 + x 2 A 2 + x 3 A 3 + X4A4 


fab 
\ c d 


Sustituyendo por las matrices respectivas y efectuando las opera- 
ciones se obtiene: 


( a b ) - 1 

' Xi + x 3 

—X\ + X 2 + X4 \ 

V C d )-\ 

V x 2 

Xi + X 3 + X4 ) 


lo cual, nuevamente, representa un sistema de ecuaciones lineales: 


( a \ 


/ 1 0 1 0 \ 

^l\ 

b 1 


-110 1 

X2 

c 


0 10 0 

x 3 

w 


V 1 oil/ 

\ X J 


En este caso, la forma escalonada reducida de la matriz aumentada 


/ 

1 

0 

0 

0 

—a — b + c + d \ 


0 

1 

0 

0 

c 


0 

0 

1 

0 

2a + b — c — d 

V 

0 

0 

0 

1 

d — a ) 


lo que reflcja que la solucion es unica. Entonces cualquiera sea la 
a b 


matriz A = 


, esta se escribe de rnanera unica como: 


A — (—a — b -(- c d^A\ -t- cA 2 -t- (2 a -t- b — c — d^A 3 -t- (d — a*)A 4 
luego {A 1: A 2 , A 3 , A 4 } es una base de M{2,IR). 
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Observe que si un conjunto {iq, v 2 ,..., v k } es una base de E, 
entonces el cero de E, 0 e , se expresa como combinacion lineal 
unica de rq, v 2 , ■ ■ ■, v k , 


0 e = aivi + a 2 v 2 H-b a k v k 

Y como 0 e = Oi>i + Oiq + • • • + 0v k , por la unicidad se tiene que 
«i = a 2 = • • • = a k = 0, luego {v\,v 2 , ..., v k } es l.i. Esto muestra 
una de las direcciones del siguiente teorema. 


Teorema 7.10 Un conjunto {vi,v 2 , ■ ■ ■ ,v k } de vectores de un es- 
pacio vectorial E es una base de E si y solo si el conjunto es l.i. 
y genera a E. 


Demostracion: “<*=”: suponga que {ui, v 2 , ■ ■ ■, v k } es l.i. y 
genera a E. Entonces todo v £ E es combinacion lineal de 
v\,v 2 , ■ ■ ■ ,v k y suponga que un cierto vector v se expresa como 
combinacion lineal de las dos siguientes maneras: 


v = a 1V1 + a 2 v 2 + ■ ■ ■ + a k Vk 
y v= biVx + b 2 v 2 - 1- b k v k 


luego 


v - v = (ai - &i)ui + (a 2 - b 2 )v 2 H- 1 - (a k - b k )v k 

=> 0 e = (ai - &i)u! + (a 2 - b 2 )v 2 H-h (a k - b k )v k 

=> a\ — 61 = a 2 — b 2 = • • • = Ofe — b k = 0 


porque {v\,v 2 , • • •, v k } es l.i. De esto se deduce que a,; = bi, para 
i = 1 ,..., k, o sea, v se expresa como combinacion lineal unica de 
Vl,v 2 , ■ ■ ■ ,v k . 


Ejemplo 7.20 Sean v\ = (1,0,2,3)*, v 2 = (0,-3, 0,2)* y V 3 = 
(0, 0,2,0)*, y la matriz A = (iq, v 2 , V3). Demuestre que {vi,v 2 , U 3 } 
es una base del espacio S: 


S = {y G !R 4 \y = Ax y x £ 1R 3 }. 
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Solution: S es el espacio generado por las columnas de A, o 

sea, S = C£{vi,V2,V3}. Por otra parte, facilmente se verifica que 

a\V\ + CL2V2 + CI3V3 = O4 => ai = a 2 = a 3 = 0 

entonces {v±,V 2 , ^ 3 } es l.i. y genera S por lo tanto es una base de 
S. 


Teorema 7.11 Sea E un espacio vectorial que tiene una base 
finita, entonces toda base de E tiene el mismo niimero de elemen- 
tos. 


Demostracion: Sean B\ y £>2 dos bases de E y suponga que 
tienen k y p elementos, respectivamente. Como Bi genera a E 
entonces E = Ct{B{\ y cualquier conjunto con mas es k elementos 
en E es l.d. por teorema |7.8| luego como B 2 es l.i. se concluye 
que p < k. Intercambiando las bases B\ y B 2 en la argumentation 
anterior se concluye que k < p. Luego k = p. 


7.4.1 Dimension 

responden a la pregunta[ 2 ] en la pagina 
[224] y motivan la siguiente definicion. 

Definicion 7.12 (Dimension de un espacio vectorial) 

Si E es un espacio vectorial y tiene una base con n elementos, 
entonces el entero n es la dimension de E. 


Los teoremas 7.10 y 7.11 


Ejemplo 7.21 Sea S el conjunto de los vectores columna 
(aq, X 2 , X 3 , £ 4 )* tales que: 

—2 x\ + 3^2 — X4 = 0 

£1 — 2a: 2 — X3 =0 


Determine el menor niimero de vectores que generan a S. 
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Solucion: El menor numero de vectores que generan un subes- 
pacio, es la dimension del subespacio y para conocerlo se requiere 
determinar el numero de elementos de una base de S. 

Este subespacio es un caso particular del ejemplo ( |7.7| ) , con- 
junto solucion de un sistema homogeneo de ecuaciones lineales y, 
en todos estos casos, resolviendo el sistema se obtiene un conjunto 
de generadores: 


—2 3 0 -1 

1 - 2-10 


h h 


2/i + h 


- 1/2 


1 - 2-10 
-2 3 0 -1 

1 - 2-1 0 
0 -1 -2 -1 

1 - 2-10 
0 12 1 


( 1 

0 

CO 

2 

0 ^ 

\ 0 

1 

2 

1 

0 ) 


De manera que si £3 = t y X4 = s las soluciones al sistema son de 
la forma: 


X\ = —3 t — 2s 

X 2 = — 2 t — s 

x 3 = t 
X4 = s 


con t y s en IR 


entonces si x t = {xi,X 2 ,x 3 ,X 4) 1 S se puede describir como: 
S = { x \x = t(-3 , -2,1,0)‘ + s(—2, -1,0, If t,sG ]R} 


o equivalentemente, 

5 = Cn(-3,-2,l,0) t ,(-2,-l,0,l) t }. 

Como claramente los vectores (—3, —2,1, 0)*, (—2, —1, 0,1) son l.i. 
entonces una base de S es: 


B= {(-3, -2,1,0)*, (-2, -1,0,1)*} 
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y su dimension, o menor niimero de vectores necesarios para ge- 
nerarlo, es 2. 


Teorema 7.13 Si E es un espacio vectorial de dimension n y 
Vi, i = 1, 2,..., k, son k vectores l.i. de E: 

a) Si k < n, entonces existen v^+i, ■ ■ ■, v n vectores en E tales 
que {v\,v 2 , ■ • •, Vk, i'fc+i, ■ • •, v n } es una base de E. 

b) Si k = n entonces {vi,v 2 , ■ ■ ■, v n } generan a E. 


Corolario 7.14 Sea E un espacio vectorial de dimension n en¬ 
tonces: 

(i) Cualquier conjunto de n vectores que genere a E 
es una base. 

(ii) Cualquier conjunto de n vectores l.i. de E es una base. 


Ejemplo 7.22 Sea T = {A £ M(2, M)/A es triangular inferior} 

yj4l = (i 0 ) ’ A2 = ( 1 l)’^ 3= (o 1 ) ‘ Demuestre 
que B = {Ai,A 2 , A 3 }, es una base de T. 


Demostracion: Observe que cualquier matriz A, triangular in¬ 
ferior, se puede escribir como: 


A = 


a 0 
b c 


1 0 
0 0 


0 0 
1 0 


0 0 
0 1 


, /lOWOOWOOA 

lueg0 lo O/’il o/’io 1/ generan T y como son Ll - 

forman una base, de manera que la dimension de T es 3. 


Por otra parte Ai £ T, A 2 £ T y A 3 £ T y para mostrar 
que son una base es suficiente con demostrar que son l.i. por el 
corolario 17.141 


B es un conjunto l.i. 


( 0 0 
^ 0 0 


Xl 


1 0 
1 0 


+ x 2 


0 0 
1 1 


+ x 3 


1 

0 


0 

1 
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( 0 

0 > 

\ _ ( Xi + x 3 

° 1 

l 0 

0 J 

1 l X\ + x 2 

£2 + 2:3 J 



=> x 3 = —xi, X 2 — —xi, y — 2x\ = 0 
=> X\ = x 2 = x 3 = 0 

Luego £> es l.i. y por lo tanto es una base cle T. 


7.4.2 Conjuntos generadores de hiperplanos 

Recordemos que los subespacio de M n : 


H = {x e M n /a\X\ + a 2 x 2 + ■ ■ ■ + a n x n = 0} 

corresponden a hiperplanos que contienen el origen y todos sus 
vectores son ortogonales al vector a = (aq, « 2 ,..., a n )*. 

Nos interesa determinar una base para estos subespacios: la 
ecuacion 

a\X\ + 0 , 2 X 2 + ■ ■ ■ + a n x n = 0 

permite despejar una de las variables aq, en terminos de las res- 
tantes, de manera que cualquier solution x = (x\,x 2 , ■ ■ ■, x n ) £ H 
depende de la election de n—1 parametros. Para aclarar esta idea, 
suponga que a n 7 ^ 0 , entonces 

X n — ( d\X\ d 2 X 2 ' ' ' l^n— l)/ 

Luego es posible describir cada solution (x ±,..., x n ) de la ecuacion 
homogenea en la siguiente forma: 


Xi = x\ 

x 2 = x 2 


%n— 1 


a 1 
On 


£l 


02_ 


^2 


"ffn- 


1 

1 
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Si se piensa que x\, x 2 , ■ ■ ■, x n -\ son parametros que varian libre- 
mente en IR , entonces: 


/ X! \ 


/ 1 \ 


/ u \ 


/ u \ 

x 2 


0 


1 


0 


= Xx 


+ x 2 


+ • •• + X n -\ 


%n— 1 


0 


0 


1 



a l , 


a 2 , 


a n-i , 




con lo que se observa que los n — 1 vectores columna de la derecha, 
que denotamos V\, V2, ■ ■ ■, v n -i, son vectores de H y generan a H. 
Tambien resulta facil verificar que son l.i. y por lo tanto forman 
una base de H. Asi 


H = C£{v !,V 2 , ■ . • ^n-l} 

y por lo tanto los hiperplanos en ]R n tienen dimension n — 1. 


Por otra parte, si u\,u 2 , • • • ,« n -i son n — 1 vectores l.i. de 
]R n , el subespacio 

T = C£{u!,u 2 , .. .,u n - 1 } 

debe corresponder a un cierto hiperplano que contiene el origen. 
Y resulta interesante determinar un vector a = (a\,a 2 ,... ,a n ) 
que permita describir T como: 


T = {x £ IR n /aiXi + a 2 x 2 + ■ ■ ■ + a n x n = 0} 


Este problema se propone como ejercicio (16), al final de la si- 


guiente seccion de ejercicios 7.6 


Ejemplo 7.23 Considere 

H = {{x, y , z, w ) € 1R 4 /x — 3 y + w = 0}. 

Observe que H = {( x,y,z, w ) £ IR A /x = 3y — iu} donde y, z w 
son variables a las que se les puede asignar cualquier valor real. 
Entonces si y = t, z=syvu = r un vector cualquiera de H se 
escribe 


(x, y, z, w) = t( 3,1, 0,0) + s(0,0,1, 0) + r(-l, 0,0,1) 


Lo que tambien significa que 


H = Ct{{ 3,1,0,0), (0,0,1,0), (-1,0,0,1)} 
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El vector a = (1,—3,0,1) - definido por los coeficientes de cle la 
ecuacion x — 3y + w = 0 — verifica que es ortogonal a cada vector 
de la base {(3,1,0,0), (0,0,1,0), (—1,0,0,1)} de H y por lo tanto, 
tambien a cada vector del hiperplano H. 


7.4.3 Vector de coordenadas en una base B 

Definicion 7.15 (Coordenadas de v en la base B ) 

Si B = {vi,V 2 , ■ ■ ■ ,v n } es una base de E entonces \/v € E, 
se llaman coordenadas de v en la base B a los unicos escalares 
d \, cl 2i • * ■, a n tales que 


v = a iv\ + a 2 v 2 + • • • + a n v n 

Y se denota con [v\b al vector columna [v]b = (ai,a 2 , ■ ■ ■ ,a n y de 
coordenadas de v en la base B. 


Ejemplo 7.24 Sea B = {vi,v 2 , V 3 , V 4 } una base de 1R 4 y suponga 
que 

v = 2 vi — 3i>3 + V 4 

entonces el vector de coordenadas de v en la base B es: 

( 2 ) 

Hb= ^° 3 ■ 

w 

Por otra parte, si B\ = {v 2 , V 4 , V 3 , Vi} es la misma base pero con 
los vectores considerados en un nuevo orden, entonces 


v \b ± 



V 2 y 


Es decir, el concepto de coordenadas de un vector en una base 
depende del orden en que se listan los vectores de la base. 
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Nota Observe que si B = (iq, v 2 ,..., v n ) denota la matriz 
cuyas columnas son los vectores de la base B entonces 

v = B[v\b, 

dado que v = a\V\ + a 2 v 2 + - b a n v n y [v]b = (aq ,a 2 ,.. a n )*. 


□ 


Ejemplo 7.25 Sea B = {w,r'} = {(—1,1), (1, 2)} una base de 
IB 2 . Puesto que 

w = (7/2,1) = —2(—1,1) + (3/2)(1, 2) = —2u + (3/2)u 
las coordenadas del vector w = (7/2,1) en la base B son: 

Ms = (-2,3/2). 

En el siguiente grafico se muestran los ejes que representan la base 
canonica y la base B , y las coordenadas de w en la base canonica 
y en la base B. 



Figura 7.3: Coordenadas canonicas de w = (7/2,1) y Co¬ 
ordenadas de w en la base B , [w]b = (—2,3/2). 
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7.5 Espacio generado por las filas de 
una matriz 


Si vi, V 2 , ■ ■ ■ , Vk son vectores fila en lR n y A f = (d, v\, ..., u£), la 
matriz Ak Xn cuyas filas son los vectores Vi, o sea: 


A = 


CD 


\VkJ 


se denota con Ta al subespacio vectorial generado por las filas de 
A, esto es: 

T a = Cl{v i,t> 2 , • • -,v k }- 


Observe que en esta situacion, si w € Ta, y se escribe como un 
vector columna, entonces existen escalares x-y, x-i, ■.., Xk tales que 


(xy\ 

X2 

W = Xyv\ + X 2 vl H-h X k vl = (v\, v\, . . . , v\) 


A*x. 


\XkJ 


O lo que es lo mismo, existe x = {x\,X2, ■ ■ ■ ,XkY £ JR k tal que 
w = A t x y de esta manera Ta tambien se puede describir como 

Ta = {b £ lR n jb = A t x 1 para algiin x £ JR k j. 

Por otra parte el espacio generado por las columnas de A es 

Ta* = {c £ lR k /c = Ay, para algiin y £ lR n }. 


7.5.1 Operaciones elementales y espacio gene¬ 
rado 

Las operaciones elementales sobre las filas de una matriz no mod- 
ifican el espacio que estas generan. 
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Teorema 7.16 Sean v\, v 2 ,..., v k y ui,u 2 , ■ ■ ■,u k vectores fila en 
IK" y 



( v A 


( Ui\ 

A = 

V2 

y B = 

u 2 


\v k ) 


\UkJ 


dos matrices k x n, equivalentes, es decir B se obtiene de A me- 
diante operaciones elementales de renglon, entonces 

Ci{vi,v 2 , ...,v k }= Ct{u x ,u 2 , ■ ■ ■ ,u k }. 


Demostracion: Observe que: 


C£{v i,V 2 , ■ ■ ■, v k j = {b € IR n /b = A t x, para algun x € ]R k }, 


C£{ui,U 2 , ■ ■ ■, u k } = {c£ IFF/c = B t y , para algun y G ]R k }. 

Sea P el producto de las matrices elementales necesarias para 
reducir A en B , o sea, B = PA y P~ X B = A , (P es una matriz 
k x k). Sea b € C£{vi,v 2 ,... ,v k } entonces existe x € M k tal que 

b = A t x = (P~ 1 B) t x = B t [(P~ 1 ) t x\ = B t y 

de manera que b es combination lineal de las filas de B, por lo 
cual b £ C£{ui,U 2 , ■ ■ ■, Uk} y de esto se deduce que 

C£{V 1,1> 2 , • • • ,V k } C Ct'{'Ui,M2, • ■ • ,u k }. 


En forma similar se muestra que: 


Ct{ui,u 2 , ■ ■ ■ ,u k } C C£{v 1 ,v 2 , ■ ■ -,v k } 
para concluir finalmente 

C£{vi,v 2 , ...,v k }= C£{ui,u 2 , ■ ■ .,u k }. 
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Corolario 7.17 Sean Vi,v 2 , ■ ■ ■ ,Vk y wi, w 2 , ■ ■ ■, w s vectores de 
lR n , correspondientes a filas de A y filas no nulas de R, respecti- 
vamente: 


fvA 


/u>i\ 

V 2 




y R = 

w s 

w 


U/ 



Suponga ademas que R es una matriz escalonada equivalente a A, 
con s filas no nulas, s < k, entonces 

B = {w 1 ,w 2 , ■ ■ -,w s } 


es una base del subespacio, Cl{vi,v 2 , ■ ■ ■ ,Vk}, que generan las filas 
de A. 


Demostracion: Es suficiente con reconocer que: 


Ct{v i,v 2 , ...,v k } = Ct{wi,w 2 ,... ,w s } 


y que las filas no nulas cle una matriz escalonada son vectores l.i.. 


Ejemplo 7.26 Si w\ = (—3,—2,1,0), w 2 = (—2,—1,0,1), W 3 = 
(5,3, —1, —1), W 4 = (0,-1,0,1) y 

W = C£{wi,w 2 , vj 3 ,W4} 


a) Muestre que el subespacio W tiene dimension 3. 

b) Determine una base B para W y complete B hasta obtener 
una base de 1R 4 . 


Solucion: Haciendo operaciones elementales sobre una ma¬ 

triz cuyas filas son los vectores que generan W, se obtienen otras 
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matrices cuyas filas tambien generan a W, por teorema|7.16| 


/ -3 

-2 

1 

° ^ 


( 1 

2/3 

1/3 

° \ 

-2 

-1 

0 

1 


0 

1/3 

2/3 

1 

5 

3 

-1 

-1 


0 

- 1/3 

- 2/3 

-1 

V 0 

-1 

0 

1 ) 


l 0 

-1 

0 

1 / 


/ 1 2/3 1/3 0 \ 

0 12 3 

-> 0 0 2 3 

\ 0 0 0 0 / 

En la ultima matriz, es evidente que sus tres filas no nulas son 
l.i., y como generan a W, son una base de este subespacio. De lo 
anterior se tiene que la dimension de W es 3 y ademas que: 

W = 

C£{(- 3, -2,1,0), (-2, -1,0,1), (5,3, -1, -1), (0, -1,0,1)} 

= C£{( 3, 2 , 1,0), (0,1, 2 , 3), (0, -1, -2, -3), (0, -1,0,1)} 

= C£{(1,2/3,1/3,0), (0,1,2,3), (0,0,2,3)} 

Proponer una base para W, supone elegir tres vectores de W 
l.i., los cuales, por las igualdades anteriores, pueden escogerse 
entre las filas de cualquiera de las tres matrices dadas, o en- 
tre los generados por estas. Incluso, puede elegirse una fila de 
cada matriz en el tanto sean l.i.. Dos ejemplos de bases para 
W son: B 1 = {(-3,-2,1,0), (-2,-1,0,1), (0,-1, 0,1)} y B 2 = 
{(1,2/3,1/3,0),(0,1,2,3),(0,0,2,3)}. 

Dar una base de £R 4 supone elegir 4 vectores l.i. de £R 4 , dado 
que este espacio tiene dimension 4. Entonces para completar las 
anteriores bases hasta formal' una base de £R 4 , solo se requiere 
elegir un nuevo vector de £R 4 que en conjunto con los de B\ o B 2 
formen un conjunto l.i. Observando las filas de la ultima matriz 
es facil proponer la fila (0,0, 0,1), para reemplazar la ultima de 
ceros y establecer cuatro vectores fila l.i., de los cuales los tres 
primeros constituyen la base £> 2 de W. Asi, este vector completa 
tanto la base £> 2 , como la B\ para formar una base de £R 4 . 
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7.6 Ejercicios 


1. Decida si S es un subespacio de V y justifique su respuesta: 

(a) S = {(l,x,y)\x,y £ 1R} con V = 1R 3 . 

(b) S = {(a:, y, z)\x — y = y + z} con V = M 3 . 

(c) S={4e M(n, 1R)\A es simetrica} con V = M(n, IR). 

(d) S = {(x,y, z,w)\x — y = 0,z — w = 0} con V = IR 4 . 

(e) S = {x G IR n \Ax = ei} donde A es una matriz m x n 
de rango my V = IR n . 

(f) S = {(x, y, z,w)\x + y + z + w + 1 = 0} con V = IR 3 . 

(g) S = {x £ IR p \x ■ a = 0} donde a € V = 1RP. 

(h) S = {A £ M(5, IR)\A es una matriz triangular superior 
con unos en la diagonal} y V = M( 5, IR). 

(i) S = {^41 ^4 es una matriz diagonal de orden n} 
con V = M(n, IR). 

(j) S — {(a;, y, z)\x = 0 6 z = 0} con V = IR 3 . 

2. Sea v = (a, (3, 0, —1) y 

W = C£{(2,-1,3, 2), (-1,1,1, -3), (1,1,9, -4)} 

Calcule a y (3 de modo v £ W. 

( 1 1 - 2 1 \ 

3. Sea A = 1 -1 1 0 y 

\ 1 5 —8 3/ 

S = {x £ IR 3 /Ax = 0} 

Determine una base para S. 

4. Sea B= {(1,-1,2), (1,0,1), (0,1,1)} 

(a) Demuestre que B es una base de IR 3 . 

(b) Encuentre [v]b las coordenadas de v = (1,2,—1) en la 
base B. 

/ 1 1 2 2 \ 

5. Sean A = 2 -1 1 7 , 

\ 1 5 6-2 / 

F el espacio generado por las bias de A y C el espacio de las 
columnas de A. 
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(a) Determine una base para F y llamela B\. 

(b) i(l, 1,1,1) G FI Calcule [(2,6,8,0)] Bl . 

(c) Determine una base para C e identifiquela con B 2 . 

(d) Calcule [A 2 ]g 2 , donde A 2 es la columna 2 de A. 

(e) Los subespacios F y C tienen la misma dimension cual- 
quiera sea la matriz A. ^Porque? 

6 . Sea S = C£{vi,v 2 , v 3 , iq} donde v\ = (1, —1,2), v 2 = (1,1,0), 
^3 = (1,0,1) y v 4 = (0,1,1). 

(a) Demuestre que S = M 3 . 

(b) Determine una base para S. 

(c) ^E1 sistema, X\Vi+x 2 v 2 +X 3 V 3 +XiV/i = (a, b, c), de ecua- 
ciones lineales, tiene solucion unica para todo (a, b, c) G 
1R 3 1 

7. Sean tq, v 2 , v$, V 4 G IR 3 y suponga que 

IR 3 = Ci{v 2, V3, Vi} 

Justifique las respuestas a las siguientes preguntas. 

(a) l{v 2 ,v 3 ,^ 4 } es l.i.? 

(b) iM 3 =Ce{v 1 ,v 2 ,v 3 }7 

(c) ^E1 sistema, X\Vi+x 2 v 2 +x 3 V 3 +XiVi = (a, 6, c)*, de ecua- 
ciones lineales, tiene solucion unica para todo (a, b, c) G 
M 3 ? 

8 . Sea U = {(21, x + y, 0)/x, y G IR] 

(a) Verifique que U es un subespacio de IR 3 . 

(b) Encuentre una base para U. 

(c) Determine un vector ( 01 , 02 , 03 ) que sea ortogonal a cada 
vector de la base de U. 

(d) Represente en un grafico U y el vector ( 01 , 02 , 03 ). 

(e) Justifique geometricamente que 


U = {(x,y,z)/aix + a 2 y + a 3 z = 0} 
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9. Sea S = {A £ M(3, IR)/A es simetrica}. Determine una base 
B para S y las coordenadas de la matriz 

( a b c \ 
b d e 
c e f ) 

en la base B. 

10 . Calcule la dimension de 

U = {(a:, y, z) € M 3 /3x — y + Az = 0} 


11 . Determine condiciones sobre ay b para que 


II 

. 2 


(- 1 ) 

2 

2 


( l \ 

2 

2 

1 

( 2 \ 

6 

6 

! 

K-V 


\a + b) 


\y 


VV 

12 . Sea A = 

( i 

0 

-1 0 

0 1 

2 

0 

i n 
i 


1 

-1 -1 

2 

0 



V 2 

r 

— ^ 

! -1 

4 

1 y 



tenga dimension 3. 


a) Encuentre una base para el subespacio que es solucion de 

Ax = 0. 

b) Use el resultado en a), para proponer un ejemplo de una 

matriz B, 5x2, con columnas no nulas, tal que AB = 0. 

c) ^Pertenece el vector (1,2,1,0)* al espacio generado por las 

columnas de A ? (Justifique) 

d) Encuentre una base para el espacio generado por las filas 

de A e indique cual es el rango de A. 


13. Sean V y W subespacios de un espacio vectorial E. 

1. Muestre que V n W es un subespacio de E. 

2. Sea E = ]R 3 , V = {(x, y, z)\2x - 3y + z = 0} y W = 
{(x,y,z)\x - y + 2z = 0 }: 

(a) Determine el subespacio V fl W. 

(b) Muestre con un ejemplo que existen v, w € V U W 
tales que v + w £ V U W. 
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3. Muestre que VUW no siempre es subespacio de E. ^En 
que situation V U W es un subespacio? 

14. Sea W = {{x,x + y + 2z,y + z,z)/x,y, z G 1R}. Encuentre 
una base para W. ^Es W un hiperplano de 1R 4 ? Determine 
un vector ( 01 , 02 , 03 , 04 ) tal que 

W = {(&, y, z , w)/a\X + a 2 y + a^z + a^w = 0} 


15. Sea A = 


/ 1 2-1 
10 1 

2 2 0 

\ 0 -2 2 

W = {yeB?\y 


y 


1 0 

-2 2 / 

= Ax, para algun x G 1R 5 }. 


(a) Determine cuatro vectores ui,U 2 ,U 3 ,U 4 tales que 
W = Cl{v l,V 2 ,V 3 ,V4}. 

(b) Determine una base B para W. 

(c) Si R = {y G IR 5 \y = A t x, para algun x G 1R 4 }. ^Cual 
es la dimension de R1 Conteste sin hacer mas calculos. 


16. Si Ui, V 2 , ■ ■ ■, v n -i son n — 1 vectores l.i. de IR n , y 
H = C£{v i,i> 2 ,... ,v n -i}, demuestre que: 

(a) Existe a = (ai, 02 ,..., a n ) G lR n no nulo tal que 

a ■ Vi = 0 V i = 1,..., n — 1. Sugerencia: observe que a es 
solution de un sistema homogeneo con n — 1 ecuaciones. 

(b) {vi,V 2 , • • •, v n -i, a} es una base de lR n . 

(c) ff = {iG IR n /a ■ x = 0}. 

17. Sean V y W subespacios de un espacio vectorial E y considere 
el conjunto: 

V + W = {v + w\v G V y w G W}. 

1. Muestre que V + W es un subespacio de E. 

2. Sea E = ]R 3 , Vi = C£{(2, -3,1)*}, E 2 = C£{(3, 1, -l) 4 } 
y W = {(x,y,z)\x - y + 2z = 0}: 

(a) Muestre que Ei+E 2 = ^((0,0,0), (2, -3,1), (3,1, -1)), 
el piano que contiene el origen en la direccion de los 
vectores (2,—3,1) y (3,1,—1). 

(b) Muestre que W + V\ = 1R 3 y que W +V 2 = W. 
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Capitulo 8 


Ortogonalidad y 
proyecciones 


La notion de ortogonalidad, asi como la de norma, distancia, 
angulo y proyeccion, dependen del producto escalar de vectores. 
Recuerde que en un espacio vectorial E solo se disponen de las 
operaciones, suma de vectores y multiplication de un escalar por 
un vector, de manera que la introduction de los anteriores concep- 
tos es posible unicamente en aquellos espacios vectoriales donde 
se ha definido un producto escalar o interior, llamados espacios 
vectoriales normados. 

En este capitulo trabajaremos en el espacio lR n para presen- 
tar, fundamentalmente, los conceptos de conjuntos y subespacios 
ortogonales y construir bases ortonormales. 


8.1 Conjuntos ortogonales 


Las ideas que se expondran son continuation de los conceptos 
sobre ortogonalidad que se introdujeron en el capitulo [5] 


245 


246 


Ortogonalidad y proyecciones 


Definicion 8.1 (Conjunto ortogonal) 

Un conjunto T = {iq, u 2 ,..., iq.} de vectores, no nulos, en lR n 
es ortogonal si Ui ■ Uj = 0, para cualquier pareja de indices i,j en 
{1,2 ,..., k}, siempre que i ^ j. 


Ejemplo 8.1 El conjunto 


T = {ui,u 2 ,u 3 } 




es un conjunto ortogonal porque: 

U1-U2 = (1)2+(0)1+ (-1)2 = 0 

ui-u 3 = (1)1 + 0(—4) + (—1)1 = 0 

u 2 -u 3 = 2(1) + 1(—4) + (2)1 = 0 


Teorema 8.2 Si un conjunto B = {u\,u 2 ,..., «*,} de vectores no 
nulos de lR n es ortogonal entonces es Li. (linealmente indepen- 
diente). 


Demostracion: Se clebe mostrar que si a\U\ + a 2 u 2 + • • • + 
akUk = 0 n entonces cada Oj = 0, i = 1 Observe que 

Vj e {1,2, 

0 = Uj ■ 0„ = Uj ■ (a\Ui + a 2 U2 H-+ afcMfc) 

= ai(uj ■ ui) + a 2 {uj ■ u 2 ) + • • • + ak{u 3 ■ Uk) 

= ai(0) + 02 ( 0 ) + • • • + a,j{uj • Uj) + • • • + cifc(O) 

Porque Uj ■ Ui = 0 siempre que j i, dado que T es ortogonal. 
Luego 0 = aj{uj ■ Uj) = aj ||tij|| y como Uj es un vector no nulo, 
su norma no es cero por lo que, necesariamente, aj = 0. 


Corolario 8.3 Sea B = {u\,U 2 , ■ ■ ■ ,Uk} un conjunto de vectores 
no nulos ortogonales, de un subespacio S de dimension k, entonces 
B es una base de S. 
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Demostracion: Como B es ortogonal entonces es un conjunto l.i. 
y como son k vectores de un subespacio de dimension k, entonces 
deben generarlo y por lo tanto es una base de S. 


8.2 Bases ortonormales 

Definicion 8.4 (Bases ortonormales) 

Sea S C M n un subespacio vectorial de dimension k. Una base 
B = {v\,V 2 , ■ ■ ■ , Vk} de S es ortonormal si 

(i) Vi ■ vj = 0 Vi, j = 1,... ,k, i^j 

(ii) ||i>j|| = 1 Vz = 1 ,... ,k 

Es decir, si es un conjunto ortogonal de vectores unitarios de S. 


Observe que la base canonica de IR n es una base ortonormal. 


Ejemplo 8.2 El conjunto 


B = {ci,U 2,U 3 } 


(XMi) 




es una base ortonormal de 1 R 3 porque: 


V!-v 2 = (1/72)0 +(0)1+ (-l/V2)0 = 0 

vi-vs = (1/72)1/72+ 0(0)+ (-1/72)1/72 = 0 

v 2 -v 3 = 0 ( 1 / 72 )+ 1(0)+ 0 ( 1 / 72 ) = 0 

Vi-V! = (1/72) 2 + (0) 2 + (-1/72) 2 = 1 

V 2 ■ V2 = 0 2 + l 2 + 0 2 = 1 

v 3 -v 3 = (1/72 ) 2 + (0) 2 + (1/72 ) 2 = 1 
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Teorema 8.5 Sean S un subespacio de lR n , B = {vi,V 2 , ■ ■ ■ ,Vk} 
una base ortonormal de S y B la matriz cuyas columnas son los 
vectores V\,V 2 , ■ ■ ■ ,Vk , entonces: 

(a) B t B = I k 

(b) [v] B = (v ■ v lt v ■ v 2 , ... ,v ■ v k y Wv G S 

En particular si k = n entonces B es una matriz ortogonal. 


Demostracion: Ejercicio. 


Ejemplo 8.3 Sea B = {vi,V 2 ,V 3 } la base ortonormal de 2R 3 
propuesta en el ejemplo |8.2| Un atributo apreciable de las bases 
ortonormales es que facilitan el computo de las coordenadas de un 
vector cualquiera. Si x = {x\ 1 X 2 ,X 3 ) t 

[x]b = (ai, a 2 , a 3 y x = a\V\ + a 2 v 2 + a 3 v 3 
y observe que para cualquier i = 1,2,3 


x-Vi = (oqui + a 2 v 2 + a 3 v 3 ) ■ 

OLjVi ' Vi 

— 


Entonces, por ejemplo, las coordenadas de x = (1,2, 3)* en la base 
B son dadas por: 


ai 

= X ■ V\ 

= (l,2,3)‘-(^,0,^) 

-2 

V2 

OL2 

= X • V2 

= (1,2,3)'- (0,1,0) 

= 2 

a 3 

= x ■ v 3 

= i 1 - 2 - 3 ) 4 ' 7i) 

4 

“ V 2 




Esto es 
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Definicion 8.6 (Subespacios Ortogonales) 

Dos subespacios S y T de lR n son ortogonales si 
x ■ y = 0 \/x € S y \/y € T 
Si S y T son ortogonales se escribe SIT. 


Ejemplo 8.4 Los subespacios S y T siguientes, son ortogonales: 

S = {(x, y, zY € 1R 3 /2x — 3y + 2 = 0} 

T = {(x,y, z)* € lR 3 /(x,y, z) f = t(2, — 3,1)* con t € JR} 


Observe que si x = (xi ,X2,x 3 )* € S entonces 
2 xi — 3^2 + x 3 = 0 

ademas si y = (2/1,2/2, VsY € T existe s € 1 R tal que 
(221,2/2,2/3)* = s(2,-3,1)* = (2s, —3s, s)* 
de manera que: 

x ■ y = (xi,x 2 ,x 3 y • (2s, -3s, s) 4 
= 2sxi — 3 sx2 + sx 3 
= s(2xi — 3x 2 + x 3 ) 

= sO 
= 0 

Luego x-y = 0 Vx £ S y \/y £ T. Geometricamente, S corresponde 
al piano que contiene el origen y es ortogonal al vector (2, —3,1), 
y T es la recta que contiene el origen con la direccion del vector 
(2,-3,1). 


Teorema 8.7 Si S y T son subespacios ortogonales de IR n en¬ 
tonces snT = {o„}. 
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Demostracion: Suponga que x G SCiT y x = (x±,X2, ■■■, x n y. 
Como S IT entonces \/xGSy\/yGT 

x ■ y = 0 

Luego si xGSyxGTse tiene que 

x ■ x = 0 => x\ + x\ + • • • + x^ = 0 ==» Xi = 0 \/i 
entonces x = (0,0 ,..., 0)* = 0 n . 


Teorema 8.8 Sean B\ = {«i, 112 , ■ ■ ■, iq} y B 2 = {iq, V 2 , ■ ■ ■, v r } 
bases de S y T, subespacios de IR n , entonces 

S _L T •<=> Ui Xvj V i = 1,..., k y V j = 1,..., r. 


Demostracion: De la definicion de subespacios ortogonales se 
tiene en forma directa que si S _L T entonces Ui 1 Vj V i y V j. 
Por otra parte, si iq 1 Vj V i y V j, entonces \/xGSy\/yGT: 

x — aiui + ot2'U2 + ■ ■ ■ + Q-kUk y y = PiV\ + p 2 v 2 + • • • + ( 3 r v r 

Luego 

x - y = (aiui + a 2 u 2 + ■ ■ ■ + akUp) • (PiVi + P2V2 +-b p r v r ) 

= • tq + ai/3 2 Mi • u 2 + • • • + ai/3 r ui • iv+ 

a 2 /?iM 2 • tq + a 2 /? 2 w 2 ■ t ) 2 + • • • + cx20 r U2 • IV+ 

-1- otkPiUk ■ vi + a k p 2 u k • t> 2 H-h a k p r Uk ■ v r 

= Ol /? l ( 0 ) + • • • + CtkPr { 0 ) 

= 0 


Teorema 8.9 Si S' es wn subespacio de lR n entonces el conjunto 
S 1 - = {x G iR ra /x 1 y Vy G S} 
es wn subespacio vectorial. 


Demostracion: Ejercicio. 
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Definicion 8.10 (Complemento ortogonal de S , S 3 - ) 

Sea S un subespacio vectorial de lR n , se llama complemento or¬ 
togonal de S al subespacio de todos los vectores de IR n que son 
ortogonales a cualquier vector de S: 

S^ = {x G M n \ X _L y V y G S} 


Ejemplo 8.5 Sea S = Cf{(l,2,3)*} la recta por el origen con 
vector director (1,2,3)*, entonces el complemento ortogonal de S 
es el piano 

S ± = {(x, y, zf G m 3 \ x + 2y + 3z = 0} 

Veamoslo: 

5 1 - = {x G 1R 3 \ x J_ y V y G S'} 

= {(x, y, zY G 1R 3 | (x, y, z)* J_ (t, 2 1, 3 1) Vi G 1R} 

= {(*,^,4* e ^ 3 | (x,y,zY J- (1,2,3)} 

= {(x, y, zY G 1R 3 | x + 2y + 3z = 0} 

En general se puede observar que si S = C£{v i, X2 ,..., Vk} es un 
subespacio de lR n entonces: 

S 3 - = {x G 1R”| x i y V y G 5} 

= {x G 1R” j x JL Vi V i = 1,2,... •, k} 

= (x G 1R"| v\x = 0 V i = 1,2,..., /c} 

= {x G JR”j Ax = Ofc} 

donde A es la matriz kxn cuyas bias son los vectores v\, v \,..., v\.. 


Teorema 8.11 Sea B\ = {vi, 'i>2, •.., Vk}, k < n, una base de un 
subespacio S de IR n entonces 

1 . dim(S'- L ) = n — k. 

2. Si £>2 = {ui,U 2 , • • ■, u n -k} es una base de S ^ entonces 
B = Bi U B 2 es una base de IR n . 


Demostracion: 1) si A es la matriz kxn formada con bias 
iguales a los vectores v\, ■ ■ ■, vj, entonces 

S ± = {x £ M n \Ax = 0} 
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y como Rng^4 = k entonces dim(S' i_ ) = n — k. Vea tambien los 
ejercicios 

2) Ejercicio. 


8.4 Proyeccion ortogonal sobre un sub- 
espacio 


Para cada x £ M n el teorema 18.121 muestra la existencia de un 
vector u £ W con dos propiedades que generalizan el concepto de 
proyeccion ortogonal sobre un vector (o recta) visto en el capitulo 

El 


Teorema 8.12 Si W C ]R n es un subespacio de lR n , para todo 
x £ lR n existe un unico vector u £ W tal que 

(1) (x — u) _L w V w £ W. 

(2) ||x — u|| < ||cc — u>|| V w £ W. 



Figura 8.1: ||x — u|| < ||a; — u;|| V w £ W: u = Proy^x. 
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Demostracion: Sea B = (uq, w 2 , • • ■, uq} una base ortonormal 
de W y 

U = (x ■ W\)Wi + (X ■ W 2 )w 2 + ' ' ' + (x ■ Wk)Wk- 

Claramente u £ W. Para demostrar la parte (1) es suficiente 
demostrar que 

(x — u) _L Wj, 'ij = 1, 2,..., k : 

(X — u) ■ Wj 

= [x — ((x • + (x • W 2 )w 2 + ■ ■ ■ + (x • Wk)wk )] • Wj 

= X ■ Wj — (x ■ Wi)wi ■ Wj — (x • W 2 )w 2 ■ Wj — • • • 

• • • - (x • Wk)w k ■ Wj 

= X ■ Wj — (x ■ Wj)wj ■ Wj 
= X ■ Wj — (x ■ Wj) 

= 0 . 

Dado que para i ^ j: ( x-Wi)wi-Wj = (x-Wi )0 = 0 y que Vj-Vj = 1. 

La unicidad de u se deriva de la parte (2) y se deja como 
ejercicio. 

(2) Ver ejercicio [b] 


Este teorema permite definir el concepto de proyeccion orto¬ 
gonal sobre subespacios. 

Definicion 8.13 (Proyeccion ortog. sobre un subespacio) 


Sea W C ]R n un subespacio y x £ lR n se llama vector proyeccion 
ortogonal de x sobre el subespacio W, o simplemente proyeccion 
ortogonal de x sobre W, al unico vector u £ W tal que 

(x — u) J- w V w £ W 

y se escribe u = Proy w x. El vector x—u se denomina componente 
de x ortogonal a W. 


La demostracion del teorema |8.12| provee la forma de calcular 
la proyeccion ortogonal de un vector sobre un subespacio, dada 
una base ortonormal de este. 
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Teorema 8.14 Si W es un subespacio de IR n y B = 
{v\,v 2 , ■ ■ ■, Vk } una base ortonormal de W entonces 

1. Proy w x = (x ■ v{)v\ + (x ■ v 2 )v 2 H-h (x ■ v k )v k 

2. Proy w x = BB t x 

donde B es la matriz cuyas columnas son los vectores de la base 

B. 


Demostracion: La parte 1) corresponde a la demostracion del 
teorema 18.121 


Parte 2): B = (v\,v 2 ,... ,v k ) es una matriz n x k y 


BB*x 


{vi,V 2 , .. ■,v k )(v 1 ,v 2 ,.. .,v k yx 


(vi,V 2 , 


(vi,v 2 , 


■ , Vk) 


■ P’k) 


fi) 


vi 

X 

UJ 


/ Vi • 

x\ 

v 2 • 

X 

\v k • 

x) 


Esta ultima expresion es el producto de la matriz B n x k por 
un vector columna de k componentes, que se puede escribir como 
una combinacion lineal de las columnas de B: 

BB t x = (v\ ■ x)vi + (v 2 ■ x)v 2 + -b (v k ■ x)v k 

= Proy s a; 


Observe que: 

1. En el caso particular de que el subespacio W sea de dimen¬ 
sion 1, W = C£{n}, la proyeccion ortogonal del vector x 
sobre W coincide con la proyeccion ortogonal del vector x 
sobre v. en este caso si v es un vector unitario se tiene que: 


p ™y C e{ v }X = (x ■ v)v = Proywx 
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dado que {x} constituye una base ortonormal de C£{v}. 

2. Y si W es un piano que contiene el origen, W = Ci{v i,x 2 }, 
y {uq,u> 2 } es una base ortonormal de W entonces 

Proy^x = (a; • w 1 )w 1 + (x ■ w 2 )w 2 

Ejemplo 8.6 Sea S = {(xi, x 2 , x 3 , X4) 4 £ IR 4 /x 3 = 0}, Deter¬ 
mine Proy s x y la componente de x ortogonal a S. 


Solucion: Observe que para todo x = (xi, x 2 , X3, X4) 4 £ M 4 el 

vector u = (xi, x 2 ,0, x 4 ) 4 £ S, ademas, x — u= (0, 0,x 3 ,0 ) 4 es tal 
que (x — u) _L s para todo s £ S. Luego 

u = x — (0,0, x 3 , 0 ) 4 = (xi, x 2 ,0, X4) 4 = Proy s x 
y la componente de x ortogonal a S es x — u = (0,0, x 3 ,0) 4 . 


Por otra parte, 


B = {vi,v 2 ,v 3 } = 


(M M / 73 \ 


V75 / V 0 / V 1 /V 2 


es una base ortonormal de S (cada uno de sus elementos esta en 
S y es un conjunto ortonormal). Entonces por el teorema 8.14 se 
tiene que 


Proy s x 


(x • vi)vi + (x • v 2 )v 2 + (x • v 3 )v 3 


^V 1+ x 2 v 2 +^v 3 
(xi,x 2 ,0 ,x 4 ) 4 


lo cual confirma el resultado ya obtenido. Verifique que tambien 
obtiene el mismo resultado si utiliza la siguiente base de S 


B 2 = {ui,u 2 ,u 3 } 


f. 

(A 

1 

1 

V3 

0 

’vs 

l 

v) 





(°\ 

1 

1 

-1 

0 

’71 

0 



W 

















256 


Ortogonalidad y proyecciones 


8.5 Construccion de bases ortonorma- 
les 


Si {ui, u 2 ,..., itfc} es una base cualquiera de un subespacio vecto¬ 
rial Sk de Hi ", es posible mediante un proceso recursivo construir 
una nueva base {v\,v 2 , • • •, Vk} de Sk ortonormal y tal que cada 
nuevo vector iq € Si = C£{ui,u 2 , • • •, tq}, i = 1,2 ,k. Este 
metodo utiliza fuertemente las proyecciones ortogonales sobre los 
subespacios Si y se conoce como proceso de ortonormalizacion de 
Gram-Schmidt. 


8.5.1 Ortonormalizacion de Gram-Schmidt 


Paso 1: Defina v-\ = ,. 1 ., , un vector unitario en la direccion del 

Kir 

primer vector de base. Considere el subespacio Si = C£{v i} y 
observe que {ui} es una base ortonormal de Si. 


Si 



Figura 8.2: Vi = m/ ||wi|| y Si = C£{v i}. 


Paso 2: Defina v 2 como: 


V2 


u 2 - Proy gi u 2 
u 2 - Proy Sl u 2 


un vector unitario en la direccion de la componente de u 2 ortogo- 
nal a Si. Observe que v 2 £ S 2 = C£{vi,v 2 }, v 2 ± Si y {vi,v 2 } es 
una base ortonormal de S 2 . 
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Figura 8.3: v 2 : vector unitario en la direction de 
u 2 - Proy Sl w 2 y S 2 = C£{vi,v 2 j. 


Paso 3: Defina v 3 como: 

u 3 - Proy s u 3 

V3 = n -^-IT 

\\u3- Proy5 2 w 3 || 

un vector unitario en la direction de la componente de u 3 or- 
togonal a S 2 . Nuevamente v 3 £ S 3 = C£{vi,v 2 ,v 3 }, v 3 _L S 2 y 
{vhV 2 ,v 3 } es una base ortonormal de S 3 . 



Figura 8.4: v 3 : vector unitario en la direction de 
u 3 - Proy S2 w 3 y S 3 = C£{vi,v 2 ,v 3 }. 


El proceso continua utilizando la misma estrategia hasta definir 
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el vector v k - 

Paso k: 

u k - Proy s u fc 

Vk = - 

u k - Proy Sfc _ 1 Ufc 

de manera que v k G S k = C£{vi, v 2 , v k j, v k 4 S k ~ 1 y 
{iq, v 2 , • • •, v k } es una base ortonormal de S k - 

Observe que en cada etapa i, se obtiene una base ortonormal 
{vi,V 2 , ■ ■ ■ ,Vi} de Si lo cual permite en el siguiente paso, calcular 

Pr°ySi u i+i = («i+1 ' vi)vi + (u i+ 1 • v 2 )v 2 H-h (Ui+i • v*)v* 

Ejemplo 8.7 Considere el siguiente subespacio vectorial de iR 4 : 

s = C^ur, U2, w 3 } = C£{( 0,1,0,1)‘, (0,1,1,0) 4 , (-1,1,0, l) 4 } 

a) Obtenga una base ortonormal para S. 

b) Sea w = (0,1,0,0) 4 , calcule w\ = Proygic. 

c) Determine w 2 G S 1 - tal que w = w\ + w 2 . 

d) Proponga una base ortonormal para iR 4 , completando la 
base obtenida en a) para S. 


Solucion: 

a) Base ortonormal para S. Aplicando el procedimiento de 
Gram-Schmidt, a la base {iq, u 2 ,us} de S, se obtiene: 

1) Primer vector unitario de la nueva base: 

Vi =u 1 /\\u 1 \\ = (0,1/V2,0,1/V2) 4 


2 ) Sea S l =C£{v 1 }. 

Proy 5 i ( t2 = (u 2 -vi)vi = (0,1/2, 0,1/2) 4 . Luego el segundo vector 
unitario de la nueva base es: 
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3) Sea S 2 = C£{v i,v 2 }- 


Proy S2 u 3 = (u 3 ■ vi)vi + (u 3 ■ v 2 )v 2 

= ^75)' + 0(Jg(0,1,2,- 1 )') 

= ( 0 , 1 , 0 , 1 )* 

Entonces el tercer vector unitario de la nueva base es: 

u 3 - Proy s u 3 
v 3 = 02 


Luego, el conjunto 

{*>1,^2, U 3 } = 


V2 


u 3 - Proy s u 3 | 
(-1,0,0,0)* 

(-1,0,0,0)* 

-1,0,0,0)* 


(°) 


(V) 

1 

1 

1 

0 

’ V6 

2 

w 


\-y 


es una base ortonormal para S. 

b) Calculo de Proy s w: como {v 3 ,v 2 , n 3 } es una base ortonor¬ 
mal de S, entonces: 

w 1 = Proy s w 

= (w ■ + (w ■ v 2 )v 2 + (w ■ v 3 )v 3 

= 73’°. 73>‘ + ^<^(°,U,-l)‘)+°(-l,0,0,0)* 

= (0,2/3,1/3,1/3)* 


c) Determinar w 2 £ S x tal que w = w x + w 2 : 

w 2 =w-w 1 = (0,1,0,0)*-(0,2/3,1/3,1/3)* 

= (0,1/3, —1/3, —1/3)* 

el cual es un vector en S 4 -, por ser ortogonal a todo vector en S. 
En la definicion de Proy s w se le llamo componente de w ortogonal 
a S. 

d) Base ortonormal para 1R 4 : como w 2 es ortogonal a 
V\, v 2 , y v 3 , entonces una base ortonormal de 1R 4 es: 


{v 3 ,v 2 ,v 3 ,w 2 / ||w 2 ||} 
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especfficamente: 



8.6 Ejercicios 

/ 1 i-i i\ 

1. Sean A = -2 3 7 -2 , 

\ 1 -4 -6 1 J 

F el espacio generado por las filas de A y 
N = {x € IR 3 4 /Ax = 0}, el Nucleo de A. 

(a) Determine una base para F. 

(b) Determine una base para N. 

(c) Demuestre que F 1 - = N. 

(d) Determine bases ortonormales B\ para F y £>2 para N. 

(e) Sea x = (1, 2,3,4). Calcule dos vectores ayb ortogonales 
y tales que b£Nyx = a + b. 

(f) Muestre que para todo x = ( x , y, z, w ) G M 4 existen dos 
vectores a G F y b G N tales que x = a + b. 

2. Sea e% = (0,0,1) y W = C£{e 3 }. Determine W 4 -. Haga una 
representation grafica de W y W 4 -. 

3. Sea W = {(x,x — y + z,y + 2z,z)/x,y,z G 1R}, encuentre una 
base ortonormal para W y determine W 4 -, el complemento 
ortogonal de W. 

4. Sean A G M (m, n, IR) y 

F = {b G lR n /b = A*y para algun y G M m } el subespacio 
generado por las filas de A. 

N = {x £ lR n /Ax = 0} el Nucleo de A. 
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Demuestre que N = F 1 - y justifique que 

Rng (A) + Nulidad (A) = n 

5. La distancia del vector x G M n al subespacio W de lR n se 
define como ||x — Proy w x||. Calcule la distancia de (1,1, 0,1) 
al subespacio W = C£{( 1,1,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,1)}. 

6 . Sea W subespacio de lR n y u = Fvoy w x la proyeccion orto- 
gonal de x sobre W. Demuestre que 


\\x - u|| = min weW ||x - u|| 


Sugerencia: Justifique que (x — u) ■ (w — u) = 0 V w G W, 
demuestre que ||ar — u>|| 2 = ||x — m || 2 + \\w — u\\ 2 V w G W y 
concluya el result ado. 

7. Considere las rectas Li = {(1 — t, 0,1 + t)\t G 1R} y 
Li2 = {(t, 2 + t, 0) 1 1 G JR}. 

a) Establezca si estas rectas se intersecan o no, y si tienen 
un punto de interseccion determine dicho punto. 

b) Determine la ecuacion vectorial del piano II, que contiene 
el origen y no interseca las rectas L\y Li- 

c) Si W es el conjunto de puntos del piano II (observe que 
W es un subespacio vectorial de IR 3 ), determine una base 
para W 

d) Haga un esquema para ilustrar graficamente II, L\ y W _L 
y muestre la forma de calcular la distancia de L\ a II. 
Calcule dicha distancia. 

8. Sea W = Ct{{ 1, -1,1,1), (1,1,1, -1)} 

1. Obtenga una base B ortonormal para W 1 -. 

2. Complete B a una base V ortonormal de IR 4 . 

3. Calcule la proyeccion ortogonal de v = (2, —1,0, 0) sobre 

w- 1 . 

4. Si C es una base canonica de IR 4 . Calcule las coordenadas 
de Proy^xf en la base B,V y C. 

9. Sean u = (1,—l,2),u = (2,3,0) vectores de IR 3 y W = 
Ci{u , w}. 
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(a) Construya una base de B ortonormal para W. 

(b) Si x = (1,1,2) encuentre w G W y p € W 1 - tal que 
x = w + p. Haga el dibujo correspondiente. 

10 . Sean Vl = (0,1,1,0)*, v 2 = (1,1,0,1)* y W = Ct{v i,u 2 }. 

a) Determine una base para W J *. 

b) Si x = (a, a, a, 0), calcule Proy^cc. 

c ) iil ~ Proy w y es un vector de para todo y € 1R 4 ? 
Justifique su respuesta. 

11. Sea W = C£{{1, 0,0,1), (0,1,1,0), (0,0,1,1)}. Observe que 
W es un hiperplano de 1R A y por lo tanto puede ser descrito 
en terminos de una ecuacion, en la forma: 

W = {{xi,x 2 ,X 3 ,x/tY G JFC/a\X\ + a 2 x 2 + 03 X 3 + 042:4 = 0} 

Determine ( 04 , 02 , 03 , 04 ). 

12 . Sea W = C£{(1,0,0,1), (0,1,1,0)}. Observe que W y W 1 - 
son pianos de 1R 4 . 

a) Determine bases ortonormales para W y W 1 -. 

b) Si £>2 = {a, b} es la base obtenida para W^. justifique 
que W = {a; G ]R A /x ■ a = 0 y x ■ b = 0}. 

c) Determine un sistema de ecuaciones lineales, cuyo con- 
junto solucion sea W. 

cl) Muestre que si W = Cl{v i,v 2 , ■ ■ ■ ,Vk} es un subespa- 
cio de IR n de dimension k, entonces existe un sistema 
homogeneo de n — k ecuaciones en n variables, con con- 
junto solucion igual a W. 

e) Concluya (explique) que todo subespacio vectorial de lR n 
puede ser descrito en dos formas: 

— Como el conjunto de combinaciones lineales de un 
conjunto de vectores dado. 

— O, como el espacio solucion de un cierto sistema de 
ecuaciones lineales homogeneo. 



Capitulo 9 

Regresion Lineal 


Con frecuencia nuestro interes se centra en buscar relaciones entre 
dos o mas variables, con el proposito de explicar una de ellas. El 
problema se plantea en terminos de encontrar una funcion del 
tipo: 


y = L(x !,X 2 , :,Xn) 


donde aq, X 2 ,x n representan las variables explicativas 0 inde- 
pendientes, y y la variable dependiente 0 variable a explicar. Una 
vez conocida la funcion L es posible utilizarla para elaborar es- 
timaciones o predicciones de y dados los valores de las variables 

X\ , Xn- 


El metodo denominado Regresion Lineal consiste en asumir 
que la funcion L es de tipo lineal, agregando a esto el supuesto 
probabilistico de normalidad en los residuos con lo que se consigue 
averiguar explicitamente la funcion L. Nosotros nos ocuparemos 
del problema de estimar los parametros que caracterizan la funcion 
L, asumiendo que es lineal, sin entrar en el campo de las proba- 
bilidades, asi las tecnicas a desarrollar corresponden al ajuste de 
curvas por Mmimos Cuadrados. 
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9.1 El caso de dos variables 


Analizaremos primero el caso mas simple, que es el de dos va¬ 
riables, una a explicar y y una explicativa x, con el supuesto que 
existe entre ellas, aproximadamente una relation lineal de la forma 
y = do + a\x. 

El termino constante a o, lo podemos considerar como el coe- 
ficiente de una variable artificial Xq cuyo valor es siempre 1. Una 
relation como la descrita la tenemos en el siguiente ejemplo. 


9.1.1 Planteo del modelo y = a 0 + a\x + e 

Se estudiara este modelo con la presentation de un ejemplo con- 
creto, lo que permitira fijar mejor las ideas y la notation que se 
involucra. 

Ejemplo 9.1 Supongamos que en un pais, el ingreso promedio 
anual (en miles de clolares), varia aproximadamente de acuerdo 
con el numero de anos de escolaridad, segun la relation: 

y = a 0 + a\X + e 

donde las variables x, y represent an: 


• x : anos de escolaridad, 

• y : ingreso anual (miles de dolares) 

• e : el error. 


Se desea estimar ag y a\ a partir de los siguientes datos observados: 


X 

5 

10 

13 

17 

y 

8 

12 

15 

19 


Geometricamente, el objetivo planteado es determinar la recta 
y = ao + a\x (parametros a o y ai) que mejor ajusta los datos 
observados, segun se muestra en el siguiente grafico. 
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Figura 9.1: Puntos ( Xi,yi ) y recta de mejor ajuste. 


Tradicionalmente del grafico |9.1[ luego de precisar la idea de 
mejor ajuste, se derivan las condiciones necesarias para estimar 
ao y bo, haciendo uso de las herramientas del calculo diferencial. 
Nosotros sin embargo, acudiremos a una nueva representation geo- 
metrica del problema en 1R 4 (en lR n en general) que nos dara la 
solution de una manera mucho mas directa y facil. 

Denotemos con x = (iri, £2, £3, aq)* y con I 4 = (1,1,1,1)* 
los vectores de M 4 , de valores observados correspondientes a las 
variables explicativas y con y = ( 2 / 1 , £/ 2 , 2/3 > 2 / 4 )* el vector de val¬ 
ores observados para la variable a explicar Q Denotamos con 
los residuos que dependen de los datos, para diferenciarlos de los 
teoricos e,, que son independientes de los datos. 

De acuerdo a nuestro supuesto, para los datos observados, debe 
verificarse que 


Vi = ao + aiXi + e u i = 1,...,4 
lo que da lugar al siguiente sistema de ecuaciones 


ao + 

ai 

+ ei = 

8 

ao + 

ailO 

+ e 2 = 

12 

ao + 

ail3 

+ e 3 = 

15 

ao + 

ail7 

+ e4 = 

19 


1 Observe que se usa los mismos si'mbolos x y y para denotar las vari- 
ables del modelo y los vectores de valores observados de estas variables y a 
estos vectores se les llamo indistintamente variables, variables observadas o 
simplemente vectores 
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Hay n = 4 ecuaciones para determinar p = 2 coeficientes descono- 
cidos (ao y di) y otras n = 4 incognitas que son los residuos e*. El 
interes fundamental es determinar los coeficientes a 0 y Oi, para lo 
que se dispone de un sistema con 2+4 incognitas y 4 ecuaciones; 
el sistema admite, por lo tanto infinitas soluciones. En el conjunto 
de las infinitas soluciones queremos encontrar la mejor de estas 
soluciones, lo cual se precisa en la siguiente forma: 

Estimar (ao, ai) de modo que se minimicen los errores 
e,, de acuerdo con algiin criterio de calidad (mini¬ 
mization) . 

Entre los posibles criterios de minimization para los e, se tienen 
los siguientes: 


• min(^e|): que la suma de los errores al cuadrado sea minima. 

• min(J0|ej|): que la suma de los valores absolutos de los 
errores sea minima. 

• min (max e*): minimizar el maximo de los errores. 



Figura 9.2: ep distancia vertical entre ( Xi,yi ) y la 
recta de mejor ajuste. 


Nosotros utilizaremos el primer criterio, llamado criterio de 
los minimos cuadrados, el cual conduce a calculos simples que 
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pueden ponerse en el contexto del algebra vectorial y tiene una 
interpretation geometrica clara: minimizar la suma de los cuadra- 
dos de las distancias verticales entre los puntos ( Xi,yt ) y la recta 
de mejor ajuste, como se ilustra en el grafico [972] o equivalente- 
mente, minimizar ||e || 2 = ||(ei, e 2 , e 3 , 64)|| 2 = e 2 1 ° d ue se 

ilustra en la fignra. [ 0 TTT| 


9.1.2 Solucion: mmimos cuadrados 

Las ecuaciones 


Vi = a 0 + a\Xi + e* (i = 1,..., 4) 

se expresan, en terminos vectoriales, como y = CI 0 I 4 + a\X + e, es 
decir, si se elige denotar a = (ao,ai)‘ y X = ( 14 , 0 ;) se tiene que: 


y = Xa + e, 


lo que en concreto corresponde a: 


( 8 ^ 


/ 1 5 \ 

12 


1 10 

15 


1 15 

V 19 } 


U 19 / 


( ei \ 
e-i 
63 

V e 4 / 


En la busqueda de los “mejores” valores ao y ai, el criterio de los 
mmimos cuadrado se expresa como: 


4 

min a y^ e 2 = min a ||e|| 2 . (9.1) 

i —1 


Denotemos como 



el vector a que satisface la relacion |9.1| al cual llamaremos “a 
estimado” y como y = aol 4 + a\X = Xa al vector “y estimado”. 
Con esta notation y = y + e y |9.1| se expresa como 

min a ||e || 2 = \\y — y\\ 2 . (9.2) 


Para encontrar el vector a que satisface la relacion |9.2| se usa- 
ra un procedimiento geometrico basado en los resultados sobre 
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proyecciones del capi'tulo anterior. Definamos W como el subes- 
pacio de M n generado por las variables l n y x, esto es 

W = C£{l n , x} = C£{l n , x c j con x c = x~xl n . 

La variable x c = x — xl n es conocida como x centrada. 



Figura 9.3: y = Xa = Proy w y. 


Note que: 

1. y = ooln + a\X es un vector de W. 

2. El conjunto {1„, x c } formado por la variable 1„ y la variable 
x centrada es una base ortogonal para W : 

Ira ’ X c = l n ’ (x — Xl n ) = UX — XH = 0. 

3. Encontrar el vector a que minimiza |9.2| es equivalente a en- 
contrar el vector y de W mas proximo al vector y. 

4. El vector y mas cercano al vector y es 

y = Proy w j/ = Proy l7i y + Proy a . c y (9.3) 

pues {l n ,x c } es una base ortogonal de W. 

De estas observaciones, para encontrar las mejores estima- 
ciones de ag y ai, segun el criterio dado, se tiene por una parte 
que 


y = a 0 lra + aix = Proy w y. 


(9.4) 
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Y por otra 


~ T3 . T) V ' ^ ra 1 : V ' X ° M 

y = Proy ln y + Proy Xc y = -—1„ H- x c . (9.5) 

1 n * In 3V. ’ %r. 


Ademas si se denomina bo = 1 " y 5i = , (9.51 se escribe 

tambien como: 


2 / = Mn + 5i(a; - xl n ) = (6 0 - bix)l n + b^x (9.6) 

Finalmente, como las coordenadas de un vector son linicas, tene- 
mos de (|9.4|) y (19.61) que 


— h.— V • x c 


a 1 = bi = 


x c ■ x c 


(9.7) 


ao = &o — b±x = y — bix 


dado que b Q = . v ' " = y. 


Las relaciones (9.71 proveen la solution buscada. 


9.1.3 Aplicacion al ejemplo 9.1 


Ahora en terminos de los datos del ejemplo se tiene 

x=^'^2x i = n.2 5, y=\j2 yi = 13-5 

y x c = x-xl 4 = (-6.25, -1.25,1.75,5.75)*. 

Luego las estimaciones para los coeficientes a o, ai de nuestro mo- 
delo son: 

a x = ^ = 0.9576 

1 x c -x c 76.75 

a 0 = y — b\x = 13.5 — 0.9576 * 11.25 = 2.726. 


El grafico 9.4 muestra los datos iniciales (xj,j/i) y la recta de 
mejor ajuste y = a o + a\x. 
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9.1.4 Calidad de las estimaciones 


Para cuantificar la calidad de de las estimaciones dadas en (9.71, 
utilizamos el coeficiente de correlation (ver subsection 5.4.1 ) entre 
los vectores y, y , esto es 


r(y,y) = 


(y c ,yc) L 

\\yc\\ D he 


El subi'ndice c indica que las variables son centradas. Natu- 
ralmente esta medida surge de estudiar el vector de residuos e en 


la relation y = y + e. En la Figura |9.5| se ilustra esta relation, 
haciendo ver que los vectores e y y son catetos de un triangulo 
rectangulo de hipotenusa y, y que el proceso de centraje reduce 
esta relation a y c = y c + e involucrando el mismo vector de resi¬ 
duos e, lo que define un nuevo triangulo rectangulo de catetos y c 
y e e hipotenusa y c . El teorema [9 .1 1 precisa estas ideas. 


De la visualization del teorema 9.1 en la Figura[975] se reconoce 


que el coeficiente r(y, y) corresponde al coseno del angulo 9 entre 
los vectores y c y y c . Por lo tanto —1 < r(y,y) < 1, y ademas si 
r(y, y) es cercano a 1 o -1 es porque 6 es cercano a 0 o n, lo que 
significa que la magnitud del vector de residuos e es pequena y 
que ao + box explica bien la variable y. Contrariamente, si r{y, y) 
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se aleja de 1 o -1 (se acerca a 0) los errores se hacen mayores y el 
modelo falla en explicar la variable y. 



Se deja como ejercicio verificar que el valor de r no cambia si 
se utiliza el producto punto en lugar del producto con la matriz 
de pesos D = L I n , ademas dos vectores son D-ortogonales si y 
solo si son J„-ortogonales. Se tiene entonces 


r(y,y) 


Uc ■ Vc 

iis/ c ii iisfcir 


Teorema 9.1 Sean y,x,l n G M n , W = C£{l n ,x c }, y = 
Proy w y, e = y — y. Entonces 

a) e = 0 (La media del vector de residuos es cero). 

b) y = y ( y< y tienen la misma media). 

c ) 0c — (y)c ( Centrar y y luego estimar es igual a estimar y y 
luego centrar). 

d) e = y c - y c . 

e) r(y,y) = M. 
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Demostracion: 

a) De y = Proy w y se sigue e = y — y £ W ^ y como l n £ W 
entonces 

e= (e,l„) D =0. 

b) y = y + e luego y = y + e = y. 

c) Proy w y c = Proy Xo j/ c + Proy ln y c como Proy ln y c = 0 se tiene 
que y c = Proy x y c . Por otro lado 

Proy w y c = Proy w y - yl n 

= Proy w y - yProy^ln 

= V - y±n 

= Vc 

d ) yc-y c =y c - Vc 

= y c -(y-y) 

= y -yin -y + yK 
= y-y = e. 

e) Vc = V - yln e w y e e W- 1 luego 

(e,Vc) D = (y c - VcVc) D = 0 

de donde ( y c ,Vc) D = ||2/ c |lo- Finalmente de esta ultima 
igualdad se tiene 

, = ( yc,Vc) D = \\Vc\\ D = JIM 

{y,y> IlycILIItfcIL he L llz/oir 


Calculos segun los datos 






En este ejemplo vimos que x c = (—6.25,-1.25,1.75,5.75), 
ai = 0.9576 y y c = (—5.5, —2.5, 2.5,5.5), por lo tanto 

Vc = clxXc = (-5.98534, -1.19707,1.6759,5.50651). 

Luego el valor del coeficiente de correlacion es: 

r{y,y) = = 0.981944. 
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9.2 Regresion Lineal Multiple 


Analicemos ahora el caso de varias variables independientes (ex- 
plicativas) y una variable dependiente a explicar. 

Suponga que tenemos p variables x\,..x p , que explican la 
variable y. Y mas especfficamente que, salvo por un cierto error 
e, y se puede explicar por las variables x\,...,x p , mediante la 
siguiente relation: 


y = b\X\ + • • • + b p x p + e. (9.8) 

Nuevamente, la exposition de resultados y su justification se apo- 
yaran en un ejemplo. 


9.2.1 Planteo del modelo 

Ejemplo 9.2 Consideremos que los principales factores que inci- 
den en el rendimiento del cultivo del trigo son: a) Potasio y fosforo 
(kg/Ha), b) Nitrogeno (kg/Ha), c) Agua de lluvia promedio (cm 3 ), 
d) Acidez del suelo (pH) y e) Temperatura promedio (°). Y que 
las respectivas variables explicativas se denotaran como: 

xp. Cantidad de potasio y fosforo (mezcla) por hectarea. 

X 2 ■ Cantidad de nitrogeno por hectarea. 
x 3 : Acidez del suelo (pH). 
xp. Cantidad promedio de lluvia cafda (cm 3 ). 
xp. Temperatura promedio. 

y: Rendimiento medido en quintales/Ha. (variable dependien¬ 
te a explicar) 


Nuestro objetivo es medir de alguna forma la incidencia en la 
variable y de los factores explicativos. Asumimos que el efecto de 
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Xl 

X 2 

X 3 

X\ 

x 5 

y 

Pot 

Nit 

A.lluv 

PH 

tern 

rend 

1 

1100 

300 

6 

5 

10 

30 

2 

1000 

200 

4 

7 

8 

20 

3 

1200 

350 

6.7 

8 

10 

40 

4 

1000 

300 

5 

6 

8 

25 

5 

1100 

300 

5.5 

7 

9 

35 

6 

1200 

350 

8 

6 

11 

45 

7 

900 

300 

4 

5 

8 

30 

8 

700 

400 

3.5 

3 

7 

25 

9 

1200 

350 

6 

7 

7 

35 

10 

1300 

350 

7 

6.5 

10 

40 


Tabla 9.1: Rendimiento de trigo, y , en 10 parcelas 
segun los factores x t . 


cada factor sobre el rendimiento es aditivo de manera que y se 
expresa en terminos de los factores explicativos como: 

V = b 0 x 0 + b\X\ + 62^2 + • • • + b§x§ + e (9-9) 

donde se ha incluido un factor explicativo xq (variable cuyo valor 
es constante e igual a 1 ) y que tiene el efecto de agregar un termino 
constante &o en la relacion |9.9| 

A1 conocer los valores de los bi de este modelo, se explica el 
poder de incidencia de cada factor Xi en la variable y, lo que per- 
mite estimar el rendimiento del cultivo de trigo y, para diferentes 
valores de los factores explicativos Xi (variables independientes), 
entre otros objetivos. 

A fin de disponer de los datos necesarios para estimar los valo¬ 
res 60 ,..., 65 se realizo el siguiente experimento: cultivar trigo en 
10 campos diferentes sometido a distintos tratamientos de las va¬ 
riables explicativas. Las mediciones resultantes de las 6 variables, 
en cada caso, se resumen en la tabla [9J| 

Si convenimos en que los valores observados de cada variable se 
denotan con los vectores Xq,Xi, ...25, y € 1R 10 , (xq = 1 n ,n = 10), 
-observe que por comodidad los vectores de datos observados y 
las respectivas variables usan el mismo nombre— la relacion|9.9|se 
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expresa vectorialmente como: 

/ 30 \ / 1 \ / 1100 \ / 300 \ / 6 \ 

20 1 1000 200 4 

40 1 1200 350 6.7 

25 1 1000 300 5 

35 , 1 , 1100 , 300 , 5.5 

45 - 6 ° 1 +h 1200 +h 350 +h 8 

30 1 900 300 4 

25 1 700 400 3.5 

35 1 1200 350 6 

\ 40 / \ 1 / \ 1300 ) \ 350 / \ 7 ) 



o lo que es lo mismo 



1 

1100 

300 

6 

5 

1 

1000 

200 

4 

7 

1 

1200 

350 

6.7 

8 

1 

1000 

300 

5 

6 

1 

1100 

300 

5.5 

7 

1 

1200 

350 

8 

6 

1 

900 

300 

4 

5 

1 

700 

400 

3.5 

3 

1 

1200 

350 

6 

7 

1 

1300 

350 

7 

6.5 




Asf el modelo se escribe como 

y = Xb + e 

donde y es el vector cuyas entradas son los valores que asume la 
variable y en los 10 campos, X = (xq, x\, X 2 , £3, X 4 , X 5 ) la matriz 
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de tamano 10 x 6, cuyas entradas son los valores de las variables 
independientes y b = (6o, bi, ■ ■ *, 65)* el vector de parametros a 
estimar. 

El jproblema es determinar el vector de parametros b tal que 
y = Xb sea los mas cercano a y, o lo que es lo mismo, que minimice 
la magnitud del vector de residuos ||y — Xb ||. 

9.2.2 Solucion geometrica 

Geometricamente, el problema corresponde a encontrar la combi¬ 
nation lineal de los vectores Xq,Xi, ...x 5: 

y = Xb = b 0 x 0 + biXi + b 2 x 2 + b 3 x 3 + 64^4 + b 5 x 5 

mas proxima a y. Si denotamos con W = C£{x 0, x±, ...0:5}, se debe 
encontrar b £ IR 6 y y = Xb £ W tal que \\y — y\\ sea minima. 



Figura 9.6: y = Xb = Proy^y. 


Sabemos que el vector en W mas cercano a, y es y = Xb = 
Proy w y, sin embargo para calcular b utilizando proyecciones so- 
bre subespacios, necesitamos una base ortonormal de W, que no 
tenemos. Y ortonormalizar la base {xq,Xi, ...x 3 } (si suponemos 
que son l.i.) demandaria mas esfuerzo que el siguiente procedi- 
miento alternative. 

El vector de residuos e = y — y es ortogonal a W de manera 
que (y-y)- Xj = 0, o lo que es lo mismo, x*j(y — y) = 0, para cada 
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j = 0,1,... ,5. Entonces 


x*(y-y) = o 

=► X\y-Xb) = 0 

=> X t y - X t Xb = 0 

=> X t Xb = X t y. 

Suponiendo que X t X sea una matriz invertible, lo cual se tiene 
cuando los vectores columna xq, x\, ..., x$ son linealmente inde- 
pendientes, se obtiene finalmente que: 

b= (X t X)~ 1 X t y. (9.10) 


9.2.3 Indice de calidad 

Analogamente al caso de dos variables, medimos la calidad de la 
estimation con el coeficiente de correlacion entre los vectores y y 

y- 

r(y, y) = P4 = cos(0) (9.11) 

\\yc\\ 

que se llama indice de calidad de la regresion ( 9 es el angulo entre 
el vector y c y su proyeccion ortogonal y c , sobre W = Ci{x \ c ,..., 0:5 c }, 
donde a;, c es la variable Xi centrada). 


9.2.4 


Ejemplo 


9.2 


centrados 


estimaciones con datos no 


A continuacion realizaremos los calculos correspondientes para 
estimar los vectores b y y de acuerdo con la information que 
disponemos: 


/ 

10 

10700 

3200 

55.7 

60.5 

88 \ 


10700 

11730000 

3425000 

61640 

66450 

95600 


3200 

3425000 

1050000 

18045 

19125 

28200 


55.7 

61640 

18045 

329.39 

346.1 

505 


60.5 

66450 

19125 

346.1 

384.25 

538 

V 

88 

95600 

28200 

505 

538 

792 ) 
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Calculando (X t X) 1 X t y = b obtenemos 
b f = (-0.26.0822,0.00276874,0.0714974,1.80473,1.38543,1.62571) 
con lo cual 






y 

= Xb 





1 

1100 

300 

6 

5 

10 

\ 



/ 32.425 \ 

1 

1000 

200 

4 

7 

8 




20.908 

1 

1200 

350 

6.7 

8 

10 



( 

-26.082 \ 


41.696 

1 

1000 

300 

5 

6 

8 




0.00277 


28.477 

1 

1100 

300 

5.5 

7 

9 




0.07150 


32.668 

1 

1200 

350 

8 

6 

11 




1.80473 


42.897 

1 

900 

300 

4 

5 

8 




1.38543 


25.010 

1 

700 

400 

3.5 

3 

7 



V 

1.62571 ) 


26.307 

1 

1200 

350 

6 

7 

7 




34.170 

1 

1300 

350 

7 

6.5 

10 

) 



^ 40.436 j 


La calidad de los parametros estimados se mide con el coefi- 
ciente de correlacion entre y y y , como en el caso de dos variables: 


r(y,y) = 



7.09563 

7.5 


0.946084. 


El siguiente grafico muestra los valores experimentales (vari¬ 
able y) y los valores estimados por el modelo (variable y), o sea, 
los puntos ( yi ,%). Tambien se agrega la recta identidad para vi- 
sualizar mas facilmente los puntos (yi, yt) muy proximos a la recta 
lo cual indica que y). es muy proximo a yi. 



Figura 9.7: Puntos (yi,yi) y recta y = y. 
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Resumimos los resultados obtenidos al estudiar el ejemplo an¬ 
terior en la siguiente forma. 


9.2.5 Resumen 

Modelo de regresion lineal multiple: cuando una variable y 
se explica por otras xi, ..., x p variables mediante la relacion 

y = bo + b±X\ + ... + bpXp + e, 

los valores estimados para los parametros b 0 , b \,..., b p , usando el 
criterio de calidad de los minimos cuadrados, se obtienen segiin el 
teorema 19.21 


Teorema 9.2 (Minimos cuadrados, datos no centrados) 

Sean y, Xq,...,x p £ lR n , vectores de valores observados de las 
variables del modelo de regresion lineal multiple, con xq = l n 
una variable de valor constante 1. En estos terminos la relacion 
asumida es 


y = b 0 x o + biXi + ■ ■ ■ + b p Xp + e = Xb + e 

donde X = (xq, X\,..., x p ). nx ( p+ i' ) y b = (bo,... ,b p y. Ademas 
suponga que {xq, x±, ..., x p } es linealmente independiente. En- 
tonces al estimar el vector b usando minimos cuadrados se obtiene 
que 

b = Proy Wx y = (X t X)~ 1 X t y 

con Wx = C£{xq, X \,..., x p }. Y el coeficiente de correlacion li¬ 
neal entre y y y, r(y , y) = jj^ c jj es una medida de calidad del 
ajuste, donde y = Xb. 


Al calcular b, con el criterio de los minimos cuadrados, el vector 
de residuos e resulta ortogonal a l n , de manera que la media de 
estos residuos es cero. Esto conduce a la igualdad entre las medias 
deyyy: 

y = b 0 x o + biXi + ... + b p Xp, 

y entonces 

y yin b\(X\ Xil-n') "t“ . . . "b b p (x p x p \ n ) — Za, 
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donde d = (b 1 ,..., bp)*, Z = (zi,..., z p ) nxp y = Xt~ xdn para 

Estas variables centradas y la matriz Z pueden ser usadas en 
el compute del vector b, como lo muestra el siguiente teorema. 


Teorema 9.3 (Variables centradas) Sean y, xq, ... ,x p £ lR n 

como en el teorema \ 9.2\ Y sean Zi = Xi — Xil n> i = 
1 ,...p los respectivos vectores centrados, Z = (z±,..., z p ) nxp 
y Wz = C£{zi,..., z p j. Entonces al estimar los parametros 
b = (bo, ■ • ■, b p Y, del modelo de regresion lineal multiple 


y = b 0 x 0 + biX\ + ... + b p x p + e 
usando mmimos cuadrados con los datos centrados, se tiene que 
(bi, ■ • ■ ,b p y = Proy Wz y = (Z t Z)~ 1 Z t y 

b o= y~Y7i=i b iXi- 


Demostracion: Sea H = C£{l n j. Como Zi ■ 1„ = 0 se tiene que 
H, Wz son subespacios ortogonales, ademas Wx = Wz + H. Se 
sigue entonces que 


Proy Wx y 

= Proy Wz y + Proy ff y 

Proy Wx y 

= EUbiXi 

Proy Wz y 

= EU 

Proy H y 

= yin 


luego 

0 biXi — —i Oi(Xi Xjl n ) -t~ yin 

— —i ®iXi (y i aiXi) l n . 
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Como las coordenadas en una base son linicas, se tiene 
bi = at, i = l,...p 
b o = y-Y?i=i b iXi- 


Finalmente 


(Si,...,S p ) 4 = Proy Wz y = (Z t Z) 1 Z t y 
h o = y-Y%=ibiXi- 


9.2.6 


Ejemplo |9.2 
centrados 


estimaciones usando datos 


Considere la matriz X = (x \,..., X 5 ), que a diferencia del caso 
con datos no centrados, no incluye la primera columna cle unos. 
Entonces centrando las variables la matriz Z = (/„ — -1„1^)X, 
n = 10 es: 


30 

-20 

0.43 

-1.05 

L2 \ 

-70 

-120 

-1.57 

0.95 

-0.8 

130 

30 

1.13 

1.95 

1.2 

-70 

-20 

-0.57 

-0.05 

-0.8 

30 

-20 

-0.07 

0.95 

0.2 

130 

30 

2.43 

-0.05 

2.2 

-170 

-20 

-1.57 

-1.05 

-0.8 

-370 

80 

-2.07 

-3.05 

-1.8 

130 

30 

0.43 

0. - 95 

-1.8 

230 

30 

1.43 

0.45 

1.2 ) 


Estimacion de los parametros bi: 


(Si,... ,65) = ( Z t Z)~ 1 Z t y = (0.0028,0.0715,1.805,1.385,1.626) 
So = y - EiSi b-iX-i = -26.08 





282 


Regresion Lineal 


Calculo del vector de valores estimados para y, sin centrar y cen- 
trado, segun el modelo. 

V = A'(6 i,... b 5 y + 60I5 

= (32.43,20.91,41.7,28.48,32.67,42.9, 

25.01,26.31,34.17,40.44)* 

y c = (—0.07469, —11.59,9.197, —4.022,0.1681, 

10.4, -7.489, -6.192,1.671,7.937)* 


Indice de calidad, calculado con los datos anteriores: 


r{y,y) 



0.946084. 


Observacion: si usamos en la definition del producto interno la 
matriz de pesos D, en lugar de la identidad el teorema |9.2| no 
se altera en lo fundamental y ademas 

(h, -.. ,b p ) = ( Z t DZ)~ 1 Z t y = V~ 1 Z t Dy 
donde V es la matriz de varianza covarianza de las variables Xi. 


9.3 Ejercicios 


1. En un espectrofotometro se mide absorvancia para muestras 
de diferentes concentraciones de una sustancia. Los datos 
obtenidos son los siguientes 


C n 

0.25 

0.50 

1.00 

1.50 

2.00 

0.00 

A 

0.03 

0.02 

0.05 

0.07 

0.09 

0.00 


Sabemos que la relacion entre absorvancia y concentration es 
lineal 

A = ao + a\C n + c 

Estime la concentration de la sustancia para una absorvancia 
de 0.04. 
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2. Use regresion lineal multiple para estimar los valores de a, b, c, 
y d del polinomio cubico y = a + bx + cx 2 + dx 3 que mejor 
ajusta los datos de la siguiente tabla. 


X 

3 

0 

-1 

2 

1 

y 

-2 

3 

4 

-2 

2 


Calcule el fndice de calidad de la regresion (coeficiente de 
correlation) y discutalo. Indication, defina x\ = x, X 2 = 

9 ^ 

X , Xs = X . 

3. Un fabricante compra grandes cantidades de ciertos repuestos 
para maquinas. Encuentra que su costo depende del niiinero 
de cajas de piezas que compre de una sola vez y que el cos¬ 
to por unidad disminuye al aumentar el numero de unidades 
compradas. Supone que el costo es una funcion cuadratica 
del volumen de compra. De experiences anteriores obtuvo la 
siguiente tabla. 


numero cajas 

10 

30 

50 

100 

175 

costo total $ 

150 

260 

325 

500 

570 


Encuentre la funcion de costo total. 

4. El siguiente problema busca determinar la cantidad de ali- 
mento que se le debe suministrar a una vaca de acuerdo con 
su produccion de leche. Los datos corresponden a la Finca del 
seiior Ricardo Madriz Arias, el cual posee 50 vacas en produc¬ 
cion. La Cooperativa de Productores de leche Dos pinos usa 
la formula : Cantidad alim= 0.4 Produccion. 

Corrobore esa ecuacion con los datos de Don Ricardo, obte- 
nidos de un muestreo de diez vacas. Observacion. Note que 
en el modelo se asume que no hay termino constante. 


P(lb / dia) 

49.5 

38 

34.5 

32.0 

27.5 

C.A (lb) 

20 

15 

14 

13 

11 

P(lb / dia) 

25.0 

21.0 

17.0 

13.5 

7.0 

C.A (lb) 

10 

9 

7 

5 

3 


5. Los siguientes datos son el caudal promedio mensual obtenidos 
en la estacion de Belen del Rio Macho (datos del ICE). 
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Mes 

may 

jun 

.j'll 

ag 

set 

oc 

Cau (m 3 /s) 

1.88 

3.5 

3.84 

4.61 

5.2 

4.89 


mes 

no 

di 

en 

feb 

mar 

ab 

Cau (to 3 /s 

3.89 

3.38 

2.02 

1.35 

1.02 

1.14 


Usando una funcion cuadratica estime el caudal en funcion del 
mes y use esa information para estimar la fecha de maximo 
caudal y el valor de este (Esta estacion aporta un 12% del 
caudal que necesita la planta Hiclroelectrica de Rio Macho 
para funcionar). 

6. Suponga que la variable y se explica aproximadamente en 
terminos de la variable x , mediante la relation 

y = a + bx + e. 

Utilice regresion lineal a fin de estimar los parametros a y b, 
del anterior modelo, para la siguiente tabla de datos: 


X 

-l 

2 

3 

4 

y 

5 

4 

1 

2 


Detalle el procedimiento que lleva a su resultado. 

7. Una cierta variable y se explica, aproximadamente, por la 
variable x, en terminos del siguiente modelo: 

y = a + bx 2 + e 

donde e es un error desconocido y a, y b son parametros que se 
desean estimar. Si dispone de los siguientes datos observados: 


X 

l 

2 

3 

4 

5 

y 

85 

60 

36 

45 

75 


a) Establezca el o los cambios de variable necesarios para 
resolver el problema utilizando un modelo de regresion 
lineal. 

b) Determine la tabla de datos que requiere el modelo de 
regresion lineal, para estimar dichos parametros. 

c) Calcule las estimaciones de a y b segiin el modelo pro- 
puesto, y el coeficiente de correlation correspondiente. 
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8. Igual que en el problema anterior, una cierta variable y se 
explica, aproximadamente, por la variable x, en terminos del 
siguiente modelo: 

y = a o + a\x + a^x 1 + a^x 3 + e 

donde e es un error desconocido y do, aq, a ,2 y <23 son parame- 
tros que se clesean estimar. Si dispone de los siguientes datos 
observados: 


X 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

y 

-3 

-1 

1 

1 

1 

0 

2 


Responda las mismas preguntas que en el ejercicio anterior. 

9. Suponga que la variable z se explica aproximadamente en 
terminos de las variables x y y, mediante la relacion 

z = ax + by + e. 

Utilice regresion lineal multiple a fin de estimar los parametros 
ay b, del anterior modelo, segun la siguiente tabla de datos: 


X 

1 

0 

-1 

1 

y 

-2 

-1 

0 

2 

Z 

5 

3 

1 

2 


Detalle las operaciones que conducen a su resultado y estime 
el valor de 2 cuando x = 1 y y = 1. 

10. Se ha observado que en una granja, la production de huevos 
que denominamos y depende de la cantidad suministrada de 
clos tipos de alimentos: x\ y X 2 ■ Suponga que la relacion entre 
estas variables se explica apropiadamente por el modelo: 

y = ax 1 + bx 2 + e, 

y que para la tabla de datos siguiente (que se muestra par- 
cialmente: faltan los valores observados para y), 


Xi 

1 

0 

1 

2 

1 

X2 

0 

1 

1 

1 

2 

y 







se estimaron los parametros a, b utilizando regresion lineal 
multiple, y se calculo y (y estimado) y r(y,y). 
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a) Haga una ilustracion grafica AeW =Ci{x\,X 2 }, y y y- 

b) Si el vector y estimado resulto ser y = (2,2,4, 6, 6) 4 , cal- 
cule los parametros a, b que se obtuvieron. 

c) Si con estos datos, el coeficiente de correlation es r = 
0.902. ^Cual es la norma del vector y c ? (y centrado) 

cl) Estime la production de huevos si las cantidades de los 
clos tipos de alimentos son: X\ = 1 y x 2 = 2. 

11. El rendimiento y de la alfalfa (toneladas por acre) clepende 
linealmente de la cantidad x de agua aplicada (pulgadas por 
acre) de acuerdo con la relation: y = 5 + kx, que se puede 
expresar como z = kx, con z = y — 5. 

Estimar el valor de k mediante regresion lineal, asumiendo 
que se hicieron 8 mediciones y que los datos expresados en los 
vectores x, y , 1 ( 1 es el vector con sus 8 entradas iguales a 
1) verifican: 

x- 1 = 210 x ■ x = 7308 x ■ y = 1590.48 

Indication: z = (y — 51) 

12. Cuando se extrae agua de un pozo, este recupera parcialmente 
su nivel con la captation de agua de sus alrededores (acuffero). 

Si en un pozo cilindrico se extrae agua mediante un bombeo 
de caudal constante de 225 m/h. El descenso en el nivel del 
agua se da en la siguiente tabla. 


t (min) 

200 

280 

300 

350 

400 

500 

600 

Des (cm) 

31 

33 

33.5 

34 

35 

34 

35 

t (min) 

700 

900 

1100 

1200 

1300 

1440 

Des (cm) 

36 

38 

38.5 

39.5 

39.5 

40 


Fuente:Custopio E: Ensayo de bombeo en el pozo Cornella-13 
(Barcelona 1968) 

Use una funcion lineal para estimar el descenso despues de 
1000 minutos de bombeo. 

13. Una cierta variable y se explica, aproximadamente, por la 
variable x, en terminos del siguiente modelo exponential: 
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donde e es un error desconocido y a, (3 son los parametros que 
se desean estimar. 

Si dispone de los siguientes datos observados: 


X 

2 

4 

6 

12 

18 

24 

y 

1.07 

1.88 

2.26 

2.78 

2.97 

2.99 


a) Formule el problema como un problema de regresion li¬ 
neal multiple. 

b) Calcule las estimaciones de los parametros a y (3. 

c) Segun este modelo, cual es el valor estimado para y, 
cuando x = 10. 

14 . Sea B = {l n ,x\p < n, subconjunto de M n . D = 
1 I n la matriz de pesos. Demuestre que: 

a) Si B es linealmente independiente y Zi = Xi — Xi l n en- 
tonces B c = {zi ,..., z p } es l.i. 

b) Si W = C£{B}, W c = C£{B c }, H = Cl{l n }, H es el 
complemento ortogonal de W c respecto de W. 

c) Si y £ IR n , y c es el vector centrado correspondiente, 
entonces Proy^y = Proy w y c . 

15 . Sea H = I n — ^l n ln matriz de n x n. Demuestre que 

a) H es simetrica e idempotente ( H 2 = H.) 

b) X c = HX. A1 multiplicar X por H , por la izquierda, 
produce como resultado una matriz con las correspondi- 
entes columnas de X centradas. 

16 . Sean x,y G IR n con y la proyeccion de y a lo largo de x. 

Demuestre que si 9 es el angulo de y con y entonces: 



17 . Si el producto interno esta definido por una matriz de pesos 
D p . Demuestre que: 

_ Var Q) 

Var ( y ) 


1- r 2 (;y,y) 
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2. r 2 (y,y) = C° v donde r es el coeficiente de 

vw,y ' Var (y) Var (y) 

correlacion, Var ( y ) es la varianza de y , Cov ( y , y) es la 
covarianza entre y y y . 

18 . En el modelo y = a + bx + e. Demuestre que: 

T _ ST x Hh - nx y _ Cov (x, y) 

Y™ x i — nx2 Var (x) 

a = y — bx. donde n es el numero de datos. 

19 . Sean x, y vectores en M n de valores observados para las va¬ 
riables x y y y l n = (1,..., l) 4 . Considere los dos modelos 
dados en terminos de los vectores de datos observados: 


y = aiX + aol n + e (9-12) 

y-yln = ai(x-xl n ) + e (9.13) 


donde x y y son las medias aritmeticas de x y y respectiva- 
mente ( x = Yi=i x i/ n )- Observe que el modelo centrado 
|9.13| se obtiene del no centrado |9.12| por la relation entre las 
medias de x y y: 

y = a\X + a o 


a) Muestre (e ilustre graficamente) que Proy 1?i X = xl n y 
(x - xl n ) _L 1„. 

b) Justifique que ||aix + aol n || 2 = ||oi(x — xl n ) + (a\X + 
a 0 )l n \\ 2 = \\a 1 (x-xl n )\\ 2 + \\yl n \\ 2 . 

c) Muestre que ||y|| 2 = \\y - yl„|| 2 + ||yl„|| 2 - 

d) Finalmente pruebe que si definimos la calidad de la re¬ 

gresion utilizando el coseno cuadrado del angulo entre los 
vectores y,y ( R 2 = en lugar del coseno cuadra¬ 

do del angulo entre los mismos vectores, pero centrados 
(r 2 = ]M| 2 ), el resultado es diferente. 

„ 2 _ ll^ll 2 _ ||aix + a 0 l n || 2 _ ||ai(x - xl ra )|| 2 + riy 2 
\\ y \\ 2 \\ y \\ 2 \\(y - VKW + ny 2 


||ai (x — xln 


donde ^ 

coeficiente de correlacion entre y, y. 


= r(y, y) 2 , es el cuadrado del 















Capitulo 10 

Transformaciones 

Lineales 


EL tema central de este capitulo es el estudio de una clase de 
funciones especiales, llamadas transformaciones lineales. 

Una de las caracterfsticas importantes de las transformaciones 
lineales es que estan totalmente determinadas por sus valores en 
una base cualquiera del espacio. Aclemas en los espacios de dimen¬ 
sion finita (como es el caso que nos ocupa) toda transformacion 
lineal puede ser representada por una matriz y reci'procamente a 
toda matriz se le puede asociar una transformacion lineal. 

Por ejemplo cuando se estudian sistemas de ecuaciones lineales 
donde el recurso fundamental es la teoria de matrices, se puede es- 
tablecer una conexion inmediata con las transformaciones lineales 
para ver que la solucion de un sistema homogeneo es el nucleo 
de una transformacion lineal, y que la solucion de un sistema no 
homogeneo son las preimagenes bajo una transformacion lineal de 
un cierto vector fijo. 

Otras veces un enfoque basado en el lenguaje de las trans¬ 
formaciones lineales nos permite deducir facil y elegantemente, 
propiedades relativas a las matrices. 

Aparte de lo anteriormente expuesto, el estudio de las trans- 
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formaciones lineales cobra mayor interes en razon de que cuando 
una transformacion entre espacios de dimension finita no es lineal, 
se acostumbra bajo ciertas hipotesis, aproximarlas por la suma de 
una transformacion lineal mas una constante. Este procedimiento 
es tipico en numerosos problemas tanto de matematica como de 
otras ciencias. 


10.1 Concepto de transformacion lineal 

Definicion 10.1 (Transformacion lineal) 

Sean V y W e.v. sobre 1R; se llama transformacion lineal de V a 
W (que abreviamos con t.l. de V aW), a toda funcion 

T : V - >W 

que satisface para todo v,u € V y a £ JR. lo siguiente: 

(a) T(av) = aT(v) (decimos que T “saca” el escalar a) 

(b) T(v + u) = T(v) + T(u) (T preserva las operaciones suma 

de los espacios vectoriales) 

Notacion: Se denota al conjunto de las transformaciones linea¬ 
les de V a W por L(V, W) y si V = W se escribe L(V) en lugar 
d eL{V,V). 

Ejemplo 10.1 Sea T : M 2 -> 1R 3 una funcion definida por: 

T(x,y) = (x + y, x - y, y) 

Comprobar que T € L(IR?,IR 3 ). 

Solucion 


= T(ax , ay) 

= (ax + ay, ax — ay, ay) 
= a(x + y,x-y,y) 

= aT(x, y) 


T saca el escalar: 

T(a(x,y)) 
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T preserva la suma: 

T({xi,yi) + (£ 2 , 2 / 2 )) 

= T(x 1 + x 2 ,y 1 + y 2 ) 

= (aq +X 2 + ( 2/1 + 2 / 2 ), £1 + £2 - ( 2/1 + 2 / 2 ), 2/1 + 2 / 2 ) 
= (£1 + 2 / 1 , £1 - 2 / 1 , 2 / 1 ) + (£2 + 2 / 2 , £2 - 2 / 2 , 2 / 2 ) 

= T(xi,yi) + T(x 2 , 2 / 2 ) 

Por lo tanto: T((aq, 2 /i) + (£ 2 , 2 / 2 )) = l\£i,2/i) + T(x 2l y 2 ). 


Observaciones 

(i) Una consecuencia directa de la propiedad (b) de la definition 
de t.l. es que T hace corresponder el cero de V con el cero 
de W. 

En efecto, T(0 V ) = T(0 V + 0„) = T(0 V ) + T( 0 V ). Luego 
T(0„) = 0„,. Notese que usamos el sfmbolo 0„ para referirnos 
al cero de V y 0 W para el de W. 

(ii) Las propiedades (a) y (b) definitorias de una t.l., se pueden 
resumir en una sola: 

T e L(U, W) <$=> T(av + u) = aT{v) + T(u) 

V v, u £ V y V a € IR. 

10.1.1 Imageries de los vectores de una base de- 
terminan la t.l. 

Una transformation lineal queda cleterminada por sus valores en 
los vectores de una base del espacio V. 

Supongamos que para la transformation T : V -> W, se 

conocen los valores T(vi),... ,T(v n ), donde B = {iq,... ,v n } es 
una base de V, entonces para cualquier v £ V se tiene que: 

v = a\V\ + a 2 v 2 + ■ ■ ■ + a n v n 

y es posible determinar T(v) porque: 

n 

T(v) = T(^2 a,Vi) = a{T{v\) + a 2 T(v 2 ) H-1- a n T(v n ). 

i—1 

Los siguientes ejemplos ilustran esta idea. 
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Ejemplo 10.2 Sea la transformation lineal T : Uf -> Ilf 

cuyos valores en la base canonica de 1R 3 son: T(e i) = (1,1), 
T(e 2 ) = (0, 1 ), T(e 3 ) = ( 1 , — 1 ). Obtenga la expresion general de 
T(x, y, z). 


Solution 

Sea ( x , y, z) € 1R 3 , es decir ( x , y, z) = xe\ + ye 2 + ze^. Puesto 
que T es una td. se tiene que: 

T(x,y,z) = xT{ef) + yT{e 2 ) + zT(e 3 ) 

= x 0-i 1) + 2/(0,1) + z(l, — 1) 

= (x + z, x + y - z) 

Ejemplo 10.3 Encontrar la transformation lineal 

T : IR 2 -> IR 2 que a todo vector de IR 2 lo rota en un angulo 6 

en la direccion positiva, sin alterar su norma. 



Como T queda determinada por sus valores en los vectores de 
una base, para determinar T(x,y ) es suficiente calcular T(ei) y 
T(e 2 ). De la grafica se observa que: 

T(ei) = (cos6», sen6*) T(e 2 ) = (—sen 0, cos 0) 


Luego 

T(x,y) = T(xe 1 + ye 2 ) 


xT(e 1 ) + yT{e 2 ) 

x{cos 9, sen 9) + y(— sen 9, cos 9) 

(x cos 9 — y sen 9, x sen 9 + y cos 9) 
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10.2 Relacion entre transformaciones y 
matrices 


Cada matriz en M(m,n, M) determina una linica transforma- 
cion en L(lR n , JR m ), e inversamente, cada transformation lineal 
en L(M n ,lR m ) se puede asociar a una matriz A £ M(m,n, M), 
linica si fijamos una base para cada espacio, lo cual se explicara 
mas adelante. 

Esta asociacion entre transformaciones y matrices se expresa 
por medio de una funcion biyectiva que preserva ciertas operacio- 
nes (esto es, el isomorfismo entre td. y matrices), lo cual permite 
afirmar que que transformaciones lineales y matrices son objetos 
matematicos identicos. 

En primer termino observemos que a toda matriz define una 
transformation lineal. 


10.2.1 Toda matriz define una transformacion 
lineal 


Sea A una matriz de tamano m x n. A la matriz A le asociamos 
la transformacion lineal: 

T a : nr -+ M m tal que T A (x) = Ax Vx£ M n . 

Claramente T A es lineal. En efecto: 

T A (ax + y) = A(ax + y) = a Ax + Ay = aT A (x) + T A {y) 

De lo anterior podemos concluir que toda matriz de tamano mxn 
puede verse como una transformacion lineal de lR n en lR m . 

En estos casos conviene representar los vectores de los espacios 
IR n como vectores columna. 


Ejemplo 10.4 La transformacion T : 1R 3 - 

el ejemplo 10.2 es de la forma “T A (x) = Ax” 
escrita como: 


+ M 2 , obtenida en 
porque puede ser 



( x + z 
\x + y- 




T 


10 1 
11-1 
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Y ademas, se puede observar que las columnas de la matriz que 
se asocia a la transformation son las imagenes de los vectores de 
la base canonica de JR 3 : 


f 10 1 

VI 1-1 



(T(e 1 )T(e 2 )T(e 3 )) 


En el ejemplo |10.3| tenemos lo mismo: 


T 


x cos 9 — y sen 9 
x sen 9 + y cos 9 


cos 9 
sen 9 


— sen 9 
cos 9 



y nuevamente las columnas de la matriz que asocia a la rotation 
T son las imagenes de los vectores canonicos: 


f cos 9 — sen 9 
V sen 9 cos 9 


= (T(e i) T(e 2 )). 


10.2.2 Asociacion de matrices a las transforma¬ 
ciones 

En el caso particular de que se elijan las bases canonicas, para los 
espacios M n y JR m , se puede asociar a la transformation lineal 
T : lR n -> lR m una matriz A de la siguiente manera: 

Para todo x £ IR n , x = X\e\ + x 2 e 2 + • • • + x n e n , luego 

T ( x ) = T (ELl x i e i) 

= x iT(ei) + x 2 T(e 2 ) H-h x n T(e n ) 

= (T(ei)T(e 2 )---T(e n ))a: 

= Ax 

donde A = (T(ei)T(e 2 ) • • • T(e n )) es una matriz to x n, que se 
asocia a la transformation T y la denominamos matriz canonica 
de T. 

La asociacion de una matriz a una transformation, vista an- 
teriormente, no es unica, puesto que para cada pareja de bases 
£>i £ JR" y J? 2 £ JR", se puede pensar en una asociacion de este 
tipo. 
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Sea T : V - > W, una transformation lineal y By = {iq, • • •, v n 

y B -2 = {«i, • • •. } bases de V y W respectivamente. Para 

i = 1, • • •, n, T{vi) se puede expresar de manera unica como com¬ 
bination lineal de uy, • • •, u m : 


T{ v i) — anUi + • • • + a m iu m 

T(v 2 ) = a 12 uy + • • • + a m2 u m 

: : : : ( 1(U ) 

= CLi n Ui H - * * * “t“ Q'mnV'm 

lo que tambien expresamos como: 


a n 


«12 


[T(vi)\b 2 = 


[T(v 2 ))b 2 = 


air, 


[T(Vu)\b 2 = 




\dm2 t 


Como los valores T(iq),..., T{v n ) clefinen la transformacion T, 
dada los vectores [T(t>!)]g 2 ,..., [T(u„)]g 2 tambien determinan 
aT,y convenimos en la siguiente definicion. 

Definicion 10.2 (Matriz de una transformacion lineal) 

La matriz de T (o representacion matricial) en el par de bases B\ 
y B 2 se define por: 


[T\% = mvi)]B 2 ••• [TK)]b 3 ) = 


( °11 a l2 • • • ain ^ 

a 2 i a 22 • • • a 2n 


\ 0"ml ®m2 ' ’ * 0, rnn J 

Si V = W y B\ = B 2 escribimos [T]g 1 en lugar de [TjgL 


La matriz [T]g 2 juega para T un papel similar que la matriz 
A para Ta- 

Como B\ es base de V, todo v € V se escribe: 


v = a\V\ + a 2 v 2 + ■ ■ ■ + a n v n 
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/“A 



\C^n ) 


Y dada la linealidad de T y las identidades en 10.1 se deduce que: 


T(v) 


Oi\T{v\) + a 2 T(v 2 ) H-h a n T(v n ) 

ai(anUi + • • • + 

-\-a2(di2Ui + * * * + Cl^Um) 


dmndm) 

= (aqan + a 2 a\ 2 + • • • + a n ai n )ui 

+ (aqa 2 1 + a 2 a 22 H-h a n a 2n )u 2 


“1“ 0^2^ j m2 "t“ * * * "t“ (% n (l mn ')‘U rn . 


De lo cual se puede observar que: 


[T(v)]b 2 


/ Q-iCLii + 0:2^12 ~b * * * ~h Ck 
0^1^21 + Oi 2^22 + ' * * + Ck 

n^ln \ 
nd2n 

H - ^2^m2 “h ‘ ‘ ‘ H - / 

/ On «12 ’ ’ ’ (i\n ^ 

021 «22 • • • a 2n 


( aq^ 
Ck2 

\ ^ml Q'm2 * ' ' ^mn ) 



Plg>k- 




Resultado que resumimos en el siguiente teorema: 
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Teorema 10.3 Sea T G L(V,W), B\ = - ■ ■ ,v n } una base de 

V, y B 2 = {ui, - ■ ■, u m } una base deW. Si A = ( aij) mxn = \T}%\ 
es la matriz de T en las bases B\ y B 2 , entonces 

PX*)k = [T} B B \[x\ Bl Vx G V. 


Ejemplo 10.5 Considere la t.l. T : IBS’ -> 1R 2 tal que 


T 



( x + y\ 

y3a; — zj 


Y sean C\ = {ei,e 2 ,e 3 }, C 2 = {/ 1 , f 2 } las bases canonicas de IBS y 
IB 2 respectivamente. Ademas B\ = {(1,1,2)*, (—3, 0, l) 4 , (2,4, 3)*} 
una base de IBS y B 2 = {(4,1), (3,1)} base de IB 2 . Encuentre las 
matrices: [T] c c \ y [T\%\. 

Solucion: En el primer caso resulta facil ver que: 

T(ei) = (3) =fl + 3/2 =* [ T k)k = 

T(e 2 ) = Q = fi + 0/a =*> [T(e 2 )] C2 = 

T(e 3 ) = = 0 h - /a =► [T(e 2 )\ C2 

luego 

[Tfd = ([T( ei )] C 2 [T(e 2 )] C 2 [T(e 3 )] C2 ) = ( 3 J 



Paraobtener [ T procedemos analogamente, sin embargo, no 
conocemos los coeficientes de las identidades 10.1 que corres- 
ponden a este caso, por lo que debemos plantear los respectivos 
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sistemas cle ecuaciones: 



Observe que se trata de tres sistemas de ecuaciones lineales, es- 
critos en su forma columnar, todos con la misma matriz del sis- 



Naturalmente, como en el caso del computo de una matriz inversa, 
se pueden resolver todos simultaneamente, mediante el siguiente 
proceso de computo: 


( 4 3 2 -3 6 \ f u f 2 ( 1 1 1 -10 3 \ 

V 1 1 1 -10 3 ) -, ^ 4 3 2 -3 6 ) 

-4/i + h ( 1 1 | 1 -10 3 ^ 



-1 27 -3 

2 -37 6 
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Este ejemplo muestra que si T : lR n -> M m es una t.l., 

Bi = {v\, - ■ ■ ,v n } una base de IR n , y £> 2 = {iq,-• • ,u TO } una 
base de M m , el problema de calcular [T]g 2 se resuelve aplicando 
operaciones elementales a la matriz 


(uiu 2 ■ ■ ■ M m |T(ui)T(v 2 )... T(v n )) 


hasta obtener 

( ei e 2 . • •e m |[T( Vl )] 82 [T(t; 2 )] B2 ... [T(v n )\ B2 ) = (J m |[T]£). 

Ejemplo 10.6 Usando la matriz [T]g 2 del ejemplo anterior, cal¬ 
cular T(0, 5,6)*. 


Solucion 

Sabemos que [T(x)\b 2 = [ T ]^ 2 [x]g x y como 



Podemos verificar nuestros calculos evaluando directamente en la 
trasformacion lineal T(0, 5, 6) = (0 + 5,3(0) — 6) = (5, —6). 


10.2.3 Matrices de cambio de base 

Cuando consideramos la t.l. identidad de IR n , que denotamos 
como I —no confundir con la matriz identidad— y un par de bases 
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para lR n : B\ = {iq, • • •, u n } y B 2 = {fi, • • •, v n }, la matriz de I 
en las bases B\ y B 2 , [/]® 2 , tiene una interpretation especialmente 
importante. Observe que para todo x £ M n , por el teorema [l0.3| 

N b 2 = [I(x)]b 3 = [Z]|j[a;] Bl 

luego [I] gj tiene el efecto de cambiar las coordenadas de x de la 
base B\ a la base B 2 - 

Definicion 10.4 (Matriz de cambio de base) 

Si B 1 y B 2 son dos bases de un mismo espacio V e I la transfor- 
macion identidad de V, se llama matriz de cambio de base de B\ 
a Bo a la matriz: 

[!]%:■ 


Naturalmente, el compute de matrices de cambio de base, re- 
sulta en un caso particular de proceso para determinar una matriz 
[T]® 2 , ya visto en el ejemplo 


10.5 


Ejemplo 10.7 Considere las bases de 1R 3 : 

Bi = {ui,u 2 ,u 3 } = {(l,0,l)*,(0,l,l) t ,(—1,0,1)*}, 
B 2 = {«!, V2, V 3 } = {( 0 , - 1 , 1 )‘, ( 1 , 0 , - 1 )*, ( 1 , 0 , 1 )*} 
y determine la matriz de cambio de base de B± a B 2 . 


Solucion: 

Mil = muMl(U2)]BMu3)]B 2 ) = (Mb 2 [«2]£? 2 [u3]b2)- 
Por otra parte, 

( a w\ 

[uj\b 2 = a 2j Uj = a 1:j v 1 + a 2 jV 2 + a 3j v 3 

\ a 3 j) 

( a u\ 

Uj = (viv 2 v 3 ) a 2 j . 

\a 3j ) 

Luego deben resolverse simultaneamente estos tres sistemas de 
ecuaciones lineales, todos com matriz del sistema igual a (i’iv 2 v 3 ): 


/ 

0 

1 

1 

1 

0 

- 1 \ 

(viv 2 v 3 \uiu 2 u 3 ) = 

-1 

0 

0 

0 

1 

° 

\ 

1 

-1 

1 

1 

1 
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(1 

0 

0 

0 

-1 

0 \ 

0 

1 

0 

0 

-1 

- 1 

V 0 

0 

1 

1 

1 

0 ) 


{h\[I]l\). 


De donde se obtiene la matriz de cambio de base buscada: 


[I] 


b 2 

B i 


0 -1 

0 -1 

1 1 


0 

-1 

0 


Observe que [(0,1,3)*]^ = (1,1,1)* y que el producto: 



produce el vector de coordenadas de (0,1,3)* en la base B 2 . 


10.2.4 Composicion de t.l. y producto matricial 

Con la representation matricial de las transformaciones lineales 
se obtiene una correspondence directa entre la composicion de 
transformaciones lineales y la multiplication matricial 

Definition 10.5 (Composition de transf. lineales) 

Dados los espacios vectoriales V, W y U y dos t.l. S £ L(V,W) 
y T £ L(W, U): 

O rp 

v w u. 

- > - » 

Se define la funcion T o S : V -> U por 

(To S){x) = T{S{x)) \/x£V. 


Se comprueba facilmente que To 5 es lineal y ademas que la 
composicion de transformaciones es asociativa, esto es: 

si V\ ^ ; V 2 ^ 2 ; V 3 ; V 4 entonces 


(T 3 o T 2 ) oT\ = T 3 o ( T 2 o Ti). 
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La composition de transformaciones corresponde con la multi¬ 
plication matricial en los terminos que establece el siguiente teo- 
rema: 


Teorema 10.6 Considere las t.l. S y T como en el esquema: 

q t 

V W U 

- > -> 

By -♦ B 2 -♦ 

Donde B\ = (iq, • • •, v n } es una base de V, 

£>2 = (uq, • • •, w m } es una base de W y 
£>3 = (iq, • • •, Up} es una base de U. 

Enhances [T o S]% = [T)^[S]^. 


Demostracion: Sea [T]^ = (aij) pxm y [S]%\ = (bij) mxn . Pro- 
baremos que la i-esima columna de [T o S]$* es igual a [T} ^ b t . 
donde b t es la columna i-esima de [S 

(ToS)( Vi ) = T(S( Vi )) = T(ZZi bsiw s ) 


= Z™bsiT(w s ) 

= E s m =i b st (EU a ^) 


Por lo tanto, la columna i-esima de 


[ToS] es 


(E™i 

C'isbsit 

/ Oil 

ai2 

«2i 

022 

\ Cipi 

a p 2 


E m 7 \t 

5=1 a psO si) 


’ ’ ’ ®lm ^ 
* * * m 

O'pm J 


bl i 
b 


pi 
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Si en particular, en el teorema anterior todos los espacios vec- 
toriales son el mismo: V = W = U , ambas transformaciones son 
la identidad: T = S = I y = B 3 , obtenemos: 

Por otra parte [I]bi = L n , puesto que si B\ = {tq, v % : ..., v n }, 
entonces [zqjg, = es el z-esimo vector canonico, luego 

[I]b 1 = ([wi]bi [ v 'Ab 1 ■ ■ • bnlsj = (eie 2 ■ • • e„) = I n . 

Por tanto 


Ejemplo 10.8 Utilizando la matriz del ejemplo 10.5 


IK 


-1 

2 


27 -3 \ 

-37 6 ) 


Calcule [T]g i5 donde £ = {(—1,1)*, (4, — 5) 4 }. 
Solucion: Como I oT = T utilizando el teorema 110.61 

[T\ £ Bl = [i°nk = [i\k ink- 

Luego es suficiente calcular [I]% : 

m, 1)) = (4,1) = —24(—1,1) - 5(4, -5), 

J((3,1)) = (3,1) = —19(—1,1) — 4(4, —5), entonces 


Finalmente 




f -24 -19 \ f ~ 1 27 -3 \ 

\ -5 —4 y 2 -37 6 j 

( -14 55 -42 \ 

\ -3 13 -9 ) ' 
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10.2.5 Matrices asociadas a una misma trans- 
formacion 

Supongamos que T : V -> W es una t.l. y que £>i y £>3 son 

bases del espacio vectorial V, en tanto que £>2 y #4 son bases 
de W. El teorema |10.6| permite tambien relacionar las matrices, 
PI 83 y Pll asociadas a una misma transformation lineal T, en 
bases distintas. 

Sean I v e I w las transformaciones identidad de V y W respec- 
tivamente y consideremos la siguiente composition de transforma¬ 
ciones: 


V Iv V 
- > 




w 


Podemos observar que T = I w o T o I Vl de manera que: 




mil 


[T&v 


81 

b 3 - 


Ejemplo 10.9 Sea L la recta de 1R 3 engendrada por el vector 
v = (1,1,1) y que contiene el origen. Queremos determinar la 

transformation T : 1R 3 -> £R 3 , que a todo vector ( x,y,z ) lo 

rota un angulo 9 sobre el eje que determina la recta L. 

Como en otras situaciones, para determinar la transformation 
T es suficiente con definir la imagenes por T de los vectores de 
una base de IR 3 . Pero en este caso, debemos elegir una base 
apropiada para facilitar el proceso: consideremos el vector V 3 = 
( 73 , 73 , 7 !?)* el eje L y completemos con otros dos vectores 
hasta obtener una base ortonormal, por ejemplo: 




, 1 1 2 t 

V2 ( v / 6’ VS’ ' 


Sea B la base obtenida: B = {ui,V 2 5 f 3 }- Como v\ y V 2 son 
ortogonales al eje de rotation, los vectores del piano que engendran 
rotan como en el caso de la rotation de angulo 9 en IR 2 (ejemplo 

TO): 










10.2 Relation entre transformaciones y matrices 


305 



Como en IR 2 , de las relaciones de trigonometricas seno y coseno 
se tiene que: 


T(v 1 ) = cos0ui + sen 0v 2 


y T(v 2 ) = — sen 6 v\ + cos 9v 2 . 


Ademas, como v 3 esta en el eje de rotation no se modifica al 
aplicarle T: 

T[v 3 ) = v 3 . 


Luego 


/ cos 6 \ /— sen 0 \ / 0 \ 

[T(v 1 )} b = ( sen 0 j , [T(v 2 )] B = \ cos 6 1 , [ 2 > 3 )] B = ( 0 J 


Con lo que disponemos de la matriz de T en la base B: 

( cos 0 —send 0 \ 
sen 0 cos 9 0 

0 0 1 J 


Por otra parte, si C = {ei,e 2 ,e 3 } es la base canonica de M 3 , las 
matrices de cambio de base [/]g y [/]® se obtienen facilmente: 


/ j_ j_ j_ 

/ V2 Vs Vs 

Mb = (K]c [V 2 \c bs]c) = ( vi,v 2 ,v 3 ) = 72 7e 75 

V 0 7 I 73 
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iCx-1 


II 

OSQ 

II 

( V2 

-1 

0 

-2 


Vs 

Vs 


^ vti 

Vs 

Vs 


Finalmente podemos obtener la matriz de T en la base canonical 

Pic =[I] C b[T]b[I] B c = 


111 
\/2 \/6 \/3 

V 2 Vs V3 

0 =1 J_ 

U Vs V3 


cos 8 — sen 8 0 

sen 8 cos 8 0 

0 0 1 


-4 4 0 


± 

Vs 


-1 

± 

Vs 


-2 


V3 \/3 V3 


Si denotamos a = 1 + 2cos0, (3=1 — cos 8 — \/3sen0 y 7 = 
1 — cos 8 -\73sen0, el producto de estas matrices es: 


[T]c = 


1 

3 


a (3 7 \ 

7 a (3 \ 

(3 7 oi J 


De manera que 


0 1 f a (3 7 

7 ; a 3 

\ (3 7 a 



10.3 Nucleo e Imagen 


Esta section comprende el estudio de dos subespacios asociados a 
toda transformation lineal: el nucleo y la imagen. En particular 
nos interesa destacar los metodos de calculo, algunos resultados 
sobre dimension y la relation del nucleo y la imagen con la inyec- 
tividad y sobreyectividad. 



10.3 Nucleo e Imagen 


307 


10.3.1 Definicion de nucleo e imagen 

Definicion 10.7 (Nucleo e imagen) 

SeaT £ L(V,W). 

a) El conjunto Nuc(T) = {v £ V\T(v) = 0„,} se llama nucleo 
de T. 


b) El conjunto Img(T) = {T( x)\x £V}se llama imagen de V 
bajo T, o simplemente imagen de T. 



Teorema 10.8 Sea T £ L(V,W). El Nuc(T ) y la Img(T) son 
subespacios deVyW respectivamente 


Demostracion: Nuc (T) ^ 0: 

T(0„) = T(0„ + 0„) = T( 0„) + T(0 V ) =► T(0 V ) = 0 W , 
luego 0„ £ Nuc (T). 

Sean v, u € Nuc (T) y a £ IR . Vamos a probar que 
av + u £ Nuc (T). 

T[av + u ) = aT(v) + T(u ) = oO^, + 0^ = 0^. 

Por lo tanto an + u £ Nuc (T). De manera igualmente facil se 
deduce que Img (T) es un subespacio de W. 
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Por lo tanto tienen lugar las siguientes equivalences: 


{x, y) £ Nuc (T) <*=> (2x - 2y, -x + y, x - y) = (0, 0,0) 


2a: — 2 y = 0 

—x + y = 0 

x — y = 0 


Luego x = y y por lo tanto: Nuc (T) = Cl{{ 1,1)}. 

En este ejemplo hemos visto que encontrar una base del nucleo 
es lo mismo que encontrar una base del espacio solution de un sis- 
tema homogeneo. El teorema |10.3| permite generalizar este resul- 
tado a una t.l. definida entre cualesquiera espacios de dimension 
finita. 

En efecto, si A es la matriz de T £ L(V. W) en un par de 
bases B y C de V y W respectivamente, entonces la solucion del 
sistema Ax = 0, donde x = [v\b caracteriza las coordenadas de 
los vectores v del nucleo de T. 


Ejemplo 10.11 Sea T £ L(1R 4 , JR 3 ) tal que: 



1 2 1-1 
0-10 1 

13 2 2 


= A. 


1. Obtenga una base del Nuc (T). 

2. Obtenga la expresion general de T(z) en terminos de las 
entradas de z £ M A . 

Las bases C y B se definen asi: C es la base canonica de 1R 3 

y 


B = {(1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1), (0,0,0,1)} 


Solucion 


(1) Sea x = (a, b , c, d), entonces 


[T(x)\ c = A[x)b = 0 


x £ Nuc (T). 
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Luego hay que resolver el sistema 



donde [x\s = (r, s, t, u) { . 

Realizando operaciones elementales fila sobre A se obtiene 
el sistema equivalente: 



cuya solucion es r = 3 u, s = u, t = —4 u. Por tanto 
x € Nuc ( T ) 

x = 3w(l, 1,0,0) + u( 1, 0,1,0)- 4u(l, 0,0,1) + u( 0,0,0,1) 
Luego x es igual a: 

x = u(0,3,1, —3). 

Por tanto una base del Nuc (T) esta formada por el unico 
elemento (0, 3,1, —3). 

(2) Sea z = (a, b, c, d), [T(z)] c = A[z] B . 

Es suficiente calcular las coordenadas de z en B, en terminos 
de a, b, c, d: 

z = Z(l, 1,0,0) + /i(l,0,1,0) + k(l, 0,0,1) + r(0,0,0,1) 
= (l + h + k,l,h,k + r). 

Entonces 

( h = c 

I l = b 

I k = a—l—h 

\ r = d — k 
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Por lo tanto k = a — b — c y r = d — a + b + c. 


[T(z)} c 


Luego 


/ 1 2 1-1 

0-10 1 
V 1 3 2 2 

/ 2 a — b — d \ 

| d+b — a I 

y b -f- 3 c “t~ 2 d J 


( h \ 

c 

a — b — c 

y d — a + b + c J 


T(z) = (2a — b — d 1 d + b — a,b + 3c — a + 2d). 


10.3.2 Inyectividad y sobreyectividad 


La secuencia de teoremas que siguen (10.10 ... 10.131 conforman 


una sola unidad en cuanto que establecen las relaciones basicas en- 
tre las propiedades de inyectividad y sobreyectividad con el niicleo 
y las dimensiones de los espacios involucrados. Como veremos, es- 
tos resultados nos permitiran comprender mejor la naturaleza de 
las transformaciones lineales. 


Definicion 10.9 (Inyectividad y Sobreyectividad) 


Sea f : A■ 


-» B, una funcion del conjunto A al conjunto B. 

a) Se dice que f es inyectiva si todo elemento z £ B tiene a lo 
mas una preimagen x £ A, z = f(x), o equivalentemente si: 


/O) = f(y) 


x = y 


b) f es sobreyectiva si todo elemento z £ B es imagen de algun 
x £ A, o sea, Img(f) = B. Equivalentemente, f es so¬ 
breyectiva si la ecuacion en la variable x: 

f(x ) = z tiene solucion W z £ B 


c) Cuando f es inyectiva y sobreyectiva se dice que f es biyec- 
tiva. 
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Ejemplo 10.12 Sea T G L{1R 3 1 IR 3 ) definida por T(x,y,z) = 
(x — y , —x + y + z, —y + z). ^Es T sobreyectiva? 

Solucion: T es sobreyectiva si T(x,y,z) = (a,b,c) tiene solution 
V (a,b,c) G M 3 . 


T(x,y,z ) = ( a,b,c ) 

(x - y,-x + y + z,-y + z) 

{ x-y = a 

—x + y + z = b 
-y + z = c 


(a, b, c) 


Resolviendo el sistema se tiene que (x, y, z) = (2a + b — c,a + b — 
c,a + b). Luego para cada (a, b, c) G M 3 el sistema tiene solucion 
por lo tanto es sobreyectiva. 

Verificar la inyectividad de una transformation lineal a partir 
de la definition, aunque no es en extremo dificil, es mas dificil que 
si se emplea el teorema siguiente. 


Teorema 10.10 Sea T G L(V,W). Se tiene que: 

T es inyectiva Nuc(T) = {0}. 


Demostracion: Supongamos que T es inyectiva. Sea 

x G Nuc(T) entonces T(x) = 0 = T( 0). Luego x = 0 (por la 
inyectividad). De donde Nuc (T) = {0}. 

“4=”: Supongamos que Nuc (T) = {0} y que T(x) = T(y). 
Hay que probar que x = y. Como T es lineal: 



T(x) = T(y) 
T(x) - T(y) = 0 
T(x -y) = 0 
i-t/G Nuc (T) 
x — y = 0 
x = y. 
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Teorema 10.11 Sea T £ L(V,W) 

(a) Si V = C£{vi, ■ ■ ■, v m } entonces 

Img (T) = C£{T(vi), • • ■, T(v m )} 

(b) Si T es inyectiva y son l.i. entonces 

T Oi), • • ■ ,T(v m ) son l.i. 

En particular: dimP = dim( Img (T)). 


Demostracion: 


(a) La prueba se propone como ejercicio. 

(b) Veamos que: T{v i), • • •, T{y m ) son l.i. : 
Sea di, ■ ■ ■, d m escalares en IR tales que: 

m 

5 ~2diT(vi) = 0 

2—1 


entonces Ya=i d i T ( v i) = T (S"=i d i v i) = 0, 

de donde J27Li d i v i £ Nuc(T). Pero como T es inyectiva 

m 

entonces Nuc (T) = {0}. Por tanto ^ diVi = 0 y se deduce 

2—1 

que d\ = c ?2 = • • • = d m = 0, porque {ui,..., v m } es l.i. 


Ejemplo 10.13 Sea la transformation lineal T : M 3 -> IR 1 

definida por: 


T(x, y, z) = (x + z, x + y + 2z, y + z, x + z). 
Obtenga una base de Img (T) y del niicleo(T). 

Solution 


Calculo de una base de Img (T): consideramos la base canonica 
de JR 3 , {ei,e 2 ,e 3 }. Por el teorema 10.11 se concluye que T(ei), 
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T(e 2 ), T(e 3 ) generan a Img(T). 

Img (T) = C£{T(ei), T(e 2 ), T(e 3 )}. 

Pero por otra parte: 

T( ei ) = (l,l,0,l) T(e 2 ) = (0,l,l,0) T(e 3 ) = (l,2,l,l). 

Y se observa que T(e 3 ) = T(ei) + T(e 2 ). Luego una base para 
Img (T) es: 

B 1 = {(1,1,0,1),(0.1,1,0)}. 

Ahora calculemos una base para Nuc (T): 

( x,y,z ) e Nuc (T) 

T(x,y,z) = (0,0,0,0) 

-£=>■ {x + z, x + y + 2z, y + z, x + z) = (0, 0, 0, 0). 

Y resolviendo se tiene que x + z = 0, y + z = 0, luego 

Nuc (T) = {{—z, —z, z)\z € Mj = C£{( 1,1, —1)} 
de donde £> 2 = {(1,1, —1)} es una base para Nuc (T). 


Teorema 10.12 Sea T £ L(V,W) y dimV = dim IP = n. En- 
tonces 

T es inyectiva <*=> T es sobreyectiva. 


Demostracion: “=>•”: Sea {iq, ■ ■ ■ ,v n } una base de V, por 

teorema 10.11( b) se tiene que {T(iq), ■ • •, T(v n )} es una base 
de Img (T). Luego dim Img (T) = dim W y consecuentemente 
Img (T) = W. 


sea {zi, ■ ■ ■, z n } una base de W. Como Img (T) = W, 

existe 

Vi € V tal que T(vi) = Zi, i = 1, 2, ■ ■ ■, n. 

Vamos a probar que {rq, • • ■ ,v n } es una base de V y luego que 
Nuc (T) = {0} con lo cual la prueba seria completa. Sean d,\, ■ ■ ■, d n 

n 

elementos de IR tales que ^ diVi = 0. Por tanto 

i =1 

n n 

J2d l T(v i ) = ^2d l z i = 0 

i—1 i =1 
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luego di = • • • = d n = 0. Es decir Vi, ■ ■ ■, v„ son l.i. y constituyen 
una base de V, puesto que dim V = n. 

Sea ahora x £ Nuc (T), existen aq, • • •, a„ £ JR tales que 

n 

x = y ^aiVj. 

i= 1 

n n 

Entonces 0 = T(x) = ^ aiT{vi) = ^ OL%Zi. De donde 

i= 1 i=l 

Oi\ — * — — 0- 

Por lo tanto x = 0, Nuc (T) = {0} yTes inyectiva. 


Observacion 

El resultado anterior no es valido si dim V ^ dim W. 


Teorema 10.13 Sea T £ L(V,W) y V de dimension finita, en¬ 
tonces 


dim V = dim( Nuc (T)) + dim( Img (T)) 


Demostracion: Para los casos especiales T = 0 y T inyectiva 
la validez del resultado es evidente. 

Supongamos que T / 0 y T no es inyectiva. Sea \vi , • • •, v^} 
una base del Nuc(T), es decir dim(Nuc(T)) = k. Por el teore¬ 
ma de computation de la base existen ui, ■ ■ ■ , u r € V tales que 
{ui, • • •, Vk, ui, • • •, u r } es una base de V. 

Vamos a probar que {T(ui),T(v, 2 ), ■ ■ ■, T(u r )} es una base de 
Img (T), con lo cual se tendria que dim Img (T) — r y por lo tanto 
que dim V = r + k = dim( Img ( T )) + dim( Nuc (T)). 


• T(ui), •••, T(u r ) son l.i: 
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r 

sean di G K , tales que ^ diT(ui) = 0. 

2—1 


r 


r 


Luego T(^ diUi) = 0. De donde ^ diUi € Nuc (T). 


i—1 2—1 

Como {ui, • • •, Vk} es una base del Nuc (T), entonces existen 
ai £ IR tales que 


r k 

Yd^i = Y a i v r 

i=1 7=1 

Como Vi, ■ ■ ■, Vk, Ui, ■ ■ ■, u r son l.i., se concluye que 

d\ = •••,= d r = ai = ••■,= a.k = 0 . 

De donde T{u\), • • ■, T{u r ) son l.i. 

• T(m), ■ ■ ■ ,T(u r ) generan a Img (T): 
sea y € Img (T) entonces existe x £ V tal que T(x) = y. 

k r 

Sea x = Y^ diVi + Y] fdj u 3 ; luego 
i =i .7-1 


k r r 

T (x) = Y d i T ( V i) + Y p3 T ( u j) = Y Pj T ( U 3)- 

i—1 7 =1 7=1 

Por lo tanto T(ui), ■ ■ •, T(u r ) generan a Img (T). 


Ejemplo 10.14 En el ejemplo |10.13| en la pagina |312l observe 

que T : R 3 -■> JR 4 , dim(Nuc (T)) = 1 y dim (Img(T)) = 3, asi 

se verifica que: 

dim(lR 3 ) = dim(Nuc (T)) + dim(Img(T)) 


esto es 3 = 1 + 2. 
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10.3.3 Transformaciones invertibles 

Definicion 10.14 (Inversa de una t. lineal) 

Sea T £ L(V, W). T se llama invertible si existe una transforma- 

cion lineal T _1 : W -» V tal que T oT ' 1 = I w y T _ 1 oT = I v , 

donde I v e I w son las identidades deVyW respectivamente. 


Teorema 10.15 (a) Sea T £ L(V,W). 

T es invertible T es biyectiva 

(b) Sea T £ L(V. W). dim V = n = dim IT, B\ y B 2 bases de 
V y W respectivamente. Entonces T es invertible si y solo 
si [T]gJ lo es. Y si este es el caso, entonces 


Demostracion: 

(a) Ejercicio. 

(b) Sea T invertible, existe T -1 £ L(W. V) tal que 

Tor 1 = I W y T~ 1 oT=I v . 

Por el teorema |10.6| en la pagina [302| se tiene: 

[UbI = \ToT~Xl = [T)b\\T- 1 ]b\- 

Por otra parte, es claro que 

IU& =In- 

De manera similar se comprueba que: 

In = [T- 1 ] B B l[T] B B \ 

Se concluye que A _1 = [T -1 ]^. 
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Si A es invertible entonces el sistema Ax = 0 tiene 
solucion S = {0}. Por el teorema 10.3 se tiene: 

T{v) = 0 <<=► [T(v)\b 2 = A[v\ Bl = 0. 


Por la tanto: Nuc (T) = {0}. Luego por el teorema 10.12 T es 
biyectiva y por la parte (a) sigue que T es invertible. 


Ejemplo 10.15 Sea T £ L(1R 3 ) definida por 

1 2 0 \ 

-1 3 2 )=A 

Oil / 

donde C es la base canonica de 1R 3 . 

Compruebe que T es invertible, calcule T _1 ( x, y , z) y la matriz 
de T en la base C. 



Solucion: Para calcular la matriz inversa se aplican las opera- 

ciones elementales por filas, a la matriz A. 




h + h 


(1 

2 

0 

1 

0 

0 \ 

0 

5 

2 

1 

1 

1 

V 0 

1 

1 

0 

0 

1/ 


^ 5/3 + /2 


/2, fs 


/ 

1 

2 

0 

1 

0 

0 


0 

0 

-3 

1 

1 

-5 

V 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

/1 

2 

0 

1 


0 

0 \ 

0 

1 

1 

0 


0 

1 

V 0 

0 

1 

1 

3 


1 

3 

IJ 
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Luego [T- 1 ^ = = 

Por otra parte, dado que 

[T- 1 (x)\c = A- 1 [x] c = 


1 2 4 

f I J 

I J I 

3 3 3 


1 _2 4 

I ? J 

I J I 

3 3 3 


Xi 

X3 


se obtiene el resultado siguiente: 

[T~ 1 (xi,x 2 ,x 3 )]c = T~ 1 (xi,X2,X 3 ) 

= ~{x\ — 2x 2 + 4x 3 , X\ + x 2 - 2x 3 , —X 1 — x 2 + 5x 3 ). 

O 


Observacion: otra forma de resolver el problema anterior es: 

/ 1 2 0 

= -13 2 

\ 0 1 1 

= (#1 + 2x 2 , —X\ + 3x 2 + 2x 3 , x 2 + x 3 y 

Luego se calcula directamente de T(x,y,z), la expresion general 
de T~ 1 (x,y,z). 



[T(x)]c 
T{x,y,z ) 
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10.4 Ejercicios 


1. Sea T : IR 3 —> IR 2 una transformacion lineal tal que: 

T( 1,2, 0) = (1,1), T(—1,1,2) = (1,1), T(0, 3,3) = (-1, 0) 
Para (x,y,z) G IR 3 determine T(x,y,z). 

2. Defina una transformacion lineal T : IR 2 —> IR 2 , que asocie 
los puntos del cuadrado de vertices (0,0), (1,0), (1,1) (0,1) 
(puntos de los lados e interiores) con puntos del paralelogramo 
de vertices (0,0), (3,2), (4,6) (1,4), (puntos de los lados e 
interiores). 

3. Determine una transformacion lineal T : IR 3 —» IR 3 , que 
asigne el cero como imagen de todos los puntos de la recta 
L : (t, 2 1, 0) y tal que el conjunto de imagenes de los puntos 
del piano III : 2x + y — z = 0 sea el piano n 2 : y + z = 0, (en 
algunos casos se escribira: T(L) = 0 y P(n!) = n 2 ). 

4. Determine una transformacion lineal T : IR 3 —> IR 3 tal que 
T(Pi) = P- 2 , donde 

Pi = {(x,y,z) G IR 3 \(x,y, z) = (1+t, 1 + s, —2t+s), t,s G IR} 

y P 2 = {(x,y,z) e lR 3 \x-2y - z = 0} 

Es decir, el conjunto de imagenes de los vectores del piano Pi 
es P 2 . 

5. Considere la transformacion T : IR 3 —> IR 3 correspondiente 
a una reflexion sobre el piano n : x+z = 0. Observe que T deja 
invariantes a los vectores del piano n e invierte la direction de 
aquellos que son ortogonales a n. 

i) Determine T(x, y, z). 

ii) Calcule bases para Nuc(T) e Img(T). 

6. Construya una t.l. T : IR 4 —> IR 3 tal que 

Nuc (T) =Cf{(l,1,1,0), (2, —1,1,1)} y 
Img(T)= ^{(1,1,1), (0,0,1)} 
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7. Considere la transformation lineal identidad I en IR 3 y 
B = {ui, U 2 , W 3 } una base de M 3 . 

1. Calcule [I\b y [I\% con C = {ei,e 2 ,e 3 } la base canonica 
de IR 3 . 

2. Si ui + u 2 - u 3 = ei, U\ + u 2 = e 2 , au\ + bu 3 = e 3 . 
Encuentre [/]®. 

8. Sea T : M 3 —> IR 2 lineal tal que: 



-1 

2 


2 

3 


a) Si [v\ v = (2,1,0)*. Encuentre [T(u)] B . 

b) Si B = {(1, —1), (0,1)} . Calcule las coordenadas de T(v) 
en la base canonica C de IR 2 . 

c) Encuentre \T] C D . 

9. Sea T : IR 3 — > IR 3 la transformation lineal dada por: 

T(x, y, z) = (x,y + z,x + z). Considere las bases de IR 3 : 


B= {(1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)} 


Bi = {( 1 , 0 , 0 ,), ( 0 , 1 , 1 ), ( 1 , 1 , 0 )} 

1. Hallar la matriz de T respecto a la base B ([T] g ). 

2. Hallar la matriz de transition de B\ a B ([/]§ )• 

3. Usar 1. y 2. para encontrar la matriz de T respecto a 
B\ y B (es decir la matriz [T]g | ). 

10. Sea B = {(1,1,0)*, (0,1,1)*, (1,1,1)*} una base y la transfor¬ 
mation lineal T : IR 3 —> IR 3 , definida por: 

T[(1,1,0) ( ] = (0,1,1)*, T[(0,1,1) ( ] = (0,0,0)*, 

y T[(l, 1,1)*] = (2,2,2)*. 

a) Sin hacer calculos, de una base para Nuc (T) (Justi- 
fique). 

b) Determine [i]g y [1]® donde C es la base canonica de IR 3 
el la transformation identidad de IR 3 a IR 3 . 

c) Calcule \T\c y de una formula general para T[(x, y, z)*]. 
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11. Sea T : lR n —> M m lineal. Si B = {wi,..., u n } es base de IR”. 

1. Demuestre que Img (T) = C£{T(ui),... ,T(u n )}. 

2. Si T es inyectiva entonces {T(ui),..., T(u n )} es l.i. 

3. Si A es la matriz de T en las bases canonicas respectivas, 
demuestre que las columnas de A generan Img(T). 

4. Si 



Encuentre bases para Img(T), Nuc(T). 

12. Sea B = {(1,1,0)*, (0, —1, l) 4 , (1,0, — l) 4 } una base y la trans- 
formacion lineal T : IB? —> IR 3 , definida por: 

T[( 1,1,0) 4 ] = (2,0, l) 4 , T[( 0, -1, l) 4 ] = (0, -1, l) 4 , 

T[(l,0,-1) 4 ] = (4,-1,3) 4 . 

i) Determine [T]g, donde C es la basica canonica de IR 3 . 

ii) Use i) para determinar la formula general de T[(x, y, z ) 4 ], 

iii) Calcule una base para el nucleo de T. iT es sobreyectiva? 
Justifique. 


13. Sean B = {^ 1 ,^ 2 } y V = {uq,^} bases de IR 2 tales que 
W\ = Vi — V 2 y W 2 = 3ui, y considere las transformaciones 
lineales: 

I : IR 2 —> IR 2 la transformacion identidad 
T : IR 2 — >M 2 tal que [T]g = 

a) Calcule [1]^. 

b) Encuentre [T]g. 

c) Calcule [T(2tq — V 2 )]v- 
cl) Si Wi = (1, —2) 4 y W 2 = (0, l) 4 , determine T(2v\ — U 2 ). 

14. Sean V, W subespacios de lR n de igual dimension y 
T : V —» W, lineal. Demuestre que: 

T es inyectiva si y solo si T es sobreyectiva. 
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15. Sea W subespacio de IR", T : lR n —» W tal que 

T(v) = Proy^v. 

1. Demuestre que T es lineal. 

2. Si n = 3 y W = {( x,y,z)\x + y = 0}, 
encuentre una base B de W y calcule [T]®, 
donde C es la base canonica de IR 3 . 

3. Use 2) para determinar T(x,y,z). 

4. Calcule la distancia de (—1,2, 5) a W, utilizando la trans¬ 
formation T y el resultado obtenido en 3). 

16. Sean T : M 3 —■> 1R 3 definida por 

( 1 2 °\ 

[T) b = ^=-132 

V 0 1 1 ) 

a) Compruebe que T es invertible. 

b) Calcule [T~ l ] b y T~ 1 (x,y,z) 
donde B = {(1,0,0,), (0,1,1), (1,1,0)}. 

17. Sea T : R 3 1R 4 , 

T(x, y,z) = (x + y,x - y + z,y - z,x + z) 

a) Demuestre que T es lineal. 

b) Obtenga V base de Img (T). 

c) Sea B = {(1,0,0), (1,1,0), (1,0,1)} base de IR 3 . 

Se define S : IR 3 —> Img (T), S(x) = T(x) V x G IR 3 . 

Calcule [SJg y S~ l 

18. Sea T : IR 3 —» IR 4 definida por: 

T(x, y, z) = (x - y, x - z, 0, x - y) 

a) Encuentre bases para el Nuc (T) e Img (T). 

b) Decida si T es inyectiva. ^Es T sobreyectiva? 

c) Si C es la base canonica de M 4 encuentre B base de IR 3 tal 
que [T\ b tenga la segunda columna nula. 
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19. Sea W = {(a:, y, z) € 1R 3 \4x = 3 y}. 

a) Justifique por que W es un subespacio de 1R 3 . 

b) Verifique que B = {(3,4,0), (—6,—8,2)} es una base de 
W. 

c) Construya a partir de B una base ortonormal para W. 

d) De una base ortonormal para W 3 -. 

e) Considere la transformacion lineal: 

T : 1R 3 - * M 3 definida por T(v) = Proy^/i; 

i) Sin mas calculos, establezca: Img T, Nuc T. 

ii) Indique el rango de T y la dimension del nucleo de 
T. 

iii) ^Es T Inyectiva, sobreyectiva? (Justifique.) 

20. Sean W un subespacio de IR 3 y T : M 3 —> W definida por: 

T(x) = Proy w x 

1. Demuestre que T es una transformacion lineal. 

2. Si IP es el piano de ecuacion 2x — 3y + z = 0 encuentre: 

(a) Una formula para T(x, y, z). 

(b) El nucleo de T. 

(c) El conjunto T(1R 3 ). 

(d) La distancia del punto (2, —1, 0) al subespacio W. 

21. Sea A una matriz de 2 x 2, y Ta '■ IR 1 2 -* IR 2 , tal que 

Ta{x) = Ax \/x € IR 2 

1. Demuestre que la matriz asociada a Ta en la base canonica 
de IR 2 es A. 

2. Demuestre que si A es una matriz ortogonal (A*A = I) 
entonces Ta preserva norma y angulo, esto es que para 
cualquier x, y £ IR 2 se tiene: 

11^0)11 = INI y ai\g(T A {x),T A {y)) = ang(x,y) 

22. Sea v = (vi,V 2 ) € IR 2 , ||f|| = 1 y L la recta que pasa por el 
origen en la direccion de v. 
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Considere la transformation lineaQ Ta tal que Ta(x) es el 
punto simetrico de x respecto a la recta L. 

Nos referiremos a Ta como la reflexion respecto a la recta L. 



1. Justifique que Vie M 1 2 , 

Ta (x) = 2Proy„a: - x 

y muestre que 

i) T A {e i) = (2vf-l,2v 1 v 2 ) y T A {e 2 ) = {2viv 2 ,2v%-l) 

ii) ll^(ei)|| = l. 

2. Calcule A y det(A). 

3. Muestre que Ta preserva norma. 

4. Muestre que si ei+T^(ei) es no nulo es un vector paralelo 
a v. Similarmente, si e 2 +TA(e 2 ) ^ 0 entonces es paralelo 
a v. 


23. En cada caso, encuentre A tal que Ta sea una reflexion res¬ 
pecto: 


i) al eje x, 

ii) a la recta y = x, 


(Ver pie de pagina en pagina 3241. Verifique en ambos casos 
que A es una matriz ortogonal. 


24. Encuentre A para que Ta sea una rotation en 30 grados. (Vea 
pie de pagina en pagina 324 y ejemplo 10.31. Encuentre ex- 
plfcitamente TA{x, y) 


1 En este y los problemas que siguen A S Af(2. JR) y Ta denota la t.l. 

definida por Ta '■ IR 2 -■ . tal que T f \ (x) = Ax Vx £ 1R 2 
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25. Considere las transformaciones lineales Tr y Tg definidas por: 



a) Que tipo de movimientos realizan Tr y Tg. 

b) Encuentre C tal que Tc realiza un movimiento equiva¬ 
lents a realizar T$ y luego Tr. 

c) Muestre que Tc preserva norma. 

26. Sea la transformation lineal Ta(x,ij) = (x + ky,y) (llamada 
deslizamiento de factor k en la direction cc) 

1. Haga un grafico que muestre el efecto de Ta en la base 
canonica. 

2. Encuentre A 

3. Si Tg es la t.l. que rota en un angulo 9. Encuentre la 


t.l. Tc que rota y luego desliza. 


27. Sea Ta tal que su imagen sobre la recta L, generada por e* 
que pasa por el origen, es la recta Ta^Li) rotada 30 grados con 
respecto a Lj en el sentido del movimiento de las manecillas 
del reloj, i = 1,2. 

1. Encuentre la matriz A. Note que hay varias respuestas 
que dependen de dos parametros. 

2. Muestre que las unicas transformaciones T £ L(M 2 ) 
que transforman rectas L que pasan por cero en rectas 
T(T), rotadas 30 grados respecto a T, en el sentido del 
movimiento de las manecillas del reloj, son las determi- 
nadas en 1. 

28. En cada caso, determine la transformation T : 1R 3 -» M 3 , 

es decir, determine la matriz A tal que T{x) = Ax: 

1. T es una rotacion derecha[^]de angulo 0 sobre el eje y. 

2. T es una reflexion sobre el piano y = 0. 

3. T es una rotacion derecha de angulo 9 sobre el eje gene- 


rado por v = (1, 0,1). 


2 Una rotacion sobre el eje determinado por el vector v se dice que es 
derecha si corresponde al giro normal de atornillar e izquierda al de desator- 

nillar. 
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4. T es una reflexion sobre el piano x + z = 0. 

5. T es una reflexion sobre el eje piano 2x — y + z = 0. 

6. T es una rotacion clerecha cle angulo 9 sobre el eje ge- 
nerado por v = (2,—1,1). Este caso, puede requerir de 
computadora para efectuar y simplificar las operaciones 
involucradas. 



Capftulo 11 

Vectores y Valores 
Propios 


Las ideas de vector y valor propio constituyen conceptos centrales 
del algebra lineal y resultan una valiosa herramienta en la solucion 
de numerosos problemas de la matematica. Aqui se presentan las 
definiciones y resultados principals que permiten determinarlos, 
y se aplican al problema de reconocer las conicas y superficies 
cuadricas, a partir de su ecuacion. 


11.1 Concepto de valor y vector propio 


Definicion 11.1 (Vector y valor propio) 

Sea A una matriz n x n, decimos que un numero real A es un 
valor propio de A si existe una columna x de lR n , x yf 0, tal que 
Ax = Xx. El vector x se llama vector propio de A asociado a A. 


Tambien se utiliza el termino valor caracteristico y autova¬ 
lor para nombrar un valor propio y, correspondientemente, vector 
caracteristico y autovector, para el vector propio. 
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(i o -i\ / i \ 

Ejemplo 11.1 Sea A = 0 1 1 y — 1 . Como 

V 1 1 0 / . V 1 / 

x es un vector no nulo en el Nuc (A), verifica que Ax = O 3 , o lo 
que es lo mismo: 

Ax = Ox. 

Luego x = (1, —1,1)* es un vector propio de A asociado al valor 
propio A = 0. Por otra parte, V a £ 1R, a ^ 0, x = (a, —a, a ) 4 
tambien es vector propio de A asociado a 0. 

Este ejemplo permite ver que en general si Nuc (A) ^ {0}, 
entonces los vectores no nulos en Nuc (A) son vectores propios de 
A asociados al valor propio 0. 


( 1 0 1 \ (°\ 

Ejemplo 11.2 Sea B= 0 1 ll y x = I t I t € 1R. 

V 1 0 ° / W 

Si se efectua el producto matricial se verifica que 

Bx = lx 

luego Vt £ 1R, 1 / 0, 1 = (0,t, 0 ) 4 es un vector propio de B 
asociado al valor propio A = 1. 

En los ejemplos anteriores se observa que para cada valor pro¬ 
pio existe una infinitud de vectores propios. De hecho es facil 
ver que si x es un vector propio de A asociado al valor propio A, 
Ax = Ax, entonces A(ax) = A(ax), luego ax tambien es vector 
propio de A asociado a A. Aclemas, si y es otro vector propio de 
A tambien asociado al valor propio A, Ay = A y, entonces 

A(x + y) = Ax + Ay = Ax + Xy = A(x + y) 

luego x + y es otro vector propio de A asociado a A. De esta 
manera, para una matriz A n x n, si A es un valor propio de A 
el conjunto de vectores propios de A asociados a A, incluyendo el 
vector cero que no es vector propio, es un subespacio vectorial de 

m n . 
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Definition 11.2 (Subespacio propio o caracterfstico) 

Sea X un valor propio de A, el conjunto V\ = {a; |Ax = Ax} se 
llama subespacio propio o espacio caracteristico de A asociado 
a X. Y la dimension de V\ se denomina multiplicidad geometrica 
de X. 


Observe que: 


V\ = {x\Ax = Xx} 

= {x|Ax —Ax = 0} 

= {x|(ti — XI)x = 0,} 

de manera que el subespacio propio de A asociado al valor propio A 
corresponde al niicleo de la matriz A — XI. Equivalente se muestra 
que tambien es el niicleo de XI — A. 


Teorema 11.3 Si Ai,...,Afc, son k valores propios de A, dife- 
rentes entre si y asociados respectivamente a los vectores propios 
Vi,Vk, entonces v\,... ,Vk son linealmente independientes. 


Demostracion: La prueba se hace por induction sobre el numero 
de valores propios de A. Sea k este numero: 

Para k = 2; se debe probar que 

aiVi + a 2 V 2 = 0 oq = «2 = 0- (11.1) 

De la hipotesis en Em se tiene que 

0 = A (aiV\ + 0 : 2 ^ 2 ) = ol\Av\ + CX 2 AV 2 


Luego 


Aiaqiq + X2OL2V2 = 0 


( 11 . 2 ) 


Sumando — Ai(ait;i + 012 V 2 = 0) a ecuacion (11.21 se obtiene: 
—AiQ! 2^2 + X 2 O 2 V 2 = 0 o sea (—Ai + A 2 ) = 0 


Como —Ai + X 2 ^ 0 entonces 02 = 0. Sustituyendo «2 = 0 en 
a\v\ + a 2 V 2 = 0 se llega a ai = 0. 
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Supongamos ahora que el resultado vale para k — 1 y que 


a\V\ H-1- a k -iv k -i + a k v k = 0. 

Procediendo de manera similar al caso k = 2, se llega a la ecuacion: 
(—Afc + Ai) a\V\ + (—Afc + A 2 ) oiiVi H- 

+ (—Afc + Afc_i) a k -iv k -i = 0. 

Como por hipotesis de induccion vi,... ,v k -i son l.i. entonces 
(—Afc + Ai) a,; = 0 para i = 1,..., fc—1. De esto se sigue facilmente 
que a.\ = • • • = a k = 0 . 


11.1.1 Calculo de valores y vectores propios 


La biisqueda y calculo de valores propios para una matriz A se 
apoya en las equivalencias siguientes: 


A es un valor propio de A 
Ax = Xx tiene soluciones no nulas 
{A — XI)x = 0 tiene infinitas soluciones 
det(A — XI) = 0. 


Con lo que obtenemos el siguiente teorema: 


Teorema 11.4 Las proposiciones que siguen son equivalentes: 

(a) X es un valor propio de A. 

(b) det(A — XI) = 0. 


Ejemplo 11.3 Considere la matriz 

/ 5 6 -6 A 

A= -3 -4 6 

\ 0 0 2 ) 

Para determinar posibles valores propios de A debemos resolver la 
ecuacion en la variable A: det(A — XI) = 0, denominada ecuacion 
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caracterfstica. Lo cual requiere calcular y factorizar el polinomio 
P( A) = det(A - XI): 

P( A) = det(A - XI) 

5 - A 6 -6 

= -3 -4-A 6 

0 0 2 - A 

= (2 — A)[(5 — A) (—4 — A) — (—3)6] 

= (2 — A) [A 2 — A — 2] 

= (2 — A) [(A — 2) (A + 1)] 

= —(A — 2) 2 (A + 1). 

De esta manera det(A — XI) = 0 <£=> — (A — 2) 2 (A + 1) = 0 
4=> A = 2 o A = -1. Ylos linicos valores propios de A son — 1 y 

2 . 

Definicion 11.5 (Polinomio caracterfstico) 

Si A £ M(n,IR) se llama polinomio caracterfstico de A y se 
denota Pa, al polinomio de grado n: 

Pa(X) = det(^4 — XI). 

Si Pa(X) se factoriza en factores lineales y, eventualmente, al- 
gunos factores irreducibles de grado mayor igual que 2 cuyo pro- 
ducto denotamos Q(X): 

-Pa(A) = (A - A,)" 1 (A - A 2 p ... (A - X r ) Ur Q( A), 
se dice que Hi es la multiplicidad algebraica del valor propio 

A,. 


Ejemplo 11.4 El polinomio caracterfstico de la matriz A dada 
en el ejemplo fll.3| es: 

P A {X) = -(A - 2) 2 (A + 1) = -A 3 + 3A 2 - 4 

Luego los valores propios son: A = 2 y A = -1 con multiplicidad 
algebraica 2 y 1 respectivamente. 
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El hecho de que los valores propios de A, en el ejemplo |11.3| 
resultaran enteros es debido a una selection especial —con fines 
didacticos— de la matriz A. En general si A es una matriz n x n, 
con entradas reales se puede demostrar que det (A — XI) es un poli- 
nomio en A, de grado n con coeficientes reales, que tiene a lo sumo 
n raices reales. El computo o aproximacion de estas raices reales 
en general demanda la utilization de metodos numericos. En este 
material, se evita dicha dificultad eligiendo matrices cuya ecuacion 
caracteristica pueda ser resuelta por metodos de factorization. 


Observaciones: 


• Una matriz A, de orden n, tiene a lo sumo n valores propios 
ya que el polinomio caracteristico a lo sumo tiene n ceros. 

• Los valores propios de una matriz triangular son los elemen- 
tos en la diagonal. Notese que si A es triangular entonces 
A — XI tambien lo es, de donde se sigue el resultado. 

• Las matrices A y C~ 1 AC tienen igual polinomio caracteristico 
y por tanto los mismos valores propios. En efecto: 

det (C^AC - XI) = det ( C~ l (A - XI) C) = det (A - XI). 

El procedimiento de calculo de valores y vectores propios se 
resume asi : 


Paso 1: Calcular y factorizar el polinomio det (.A — XI ), a efecto 
de obtener los valores propios de A. Es decir, resolver la 
ecuacion caracteristica: det (^4 — XI) = 0. 

Paso 2: Para cada valor propio A, hallar una base de V\, re¬ 
sol'viendo el sistema (A — XI) x = 0. 


Ejemplo 11.5 Para la matriz A del ejemplo 11.3 ya conocemos 
el resultado del paso 1: 


\A — A/1 = —(A — 2) 2 (A + 1) = 0 


A = 2 6 A = -1. 


Ahora determinamos los espacios caracterfsticos asociados a estos 
valores propios: 
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V\ =2 . Ax = 2x <==>■ {A — 21)x = 0 y resolviendo este sistema 
homogeneo: 

/ 3 6 -6 0 \ h + f 2 / 1 2 -2 0 \ 

-3 -6 6 0 |/i 0 0 0 0 

\ o o oo/-► V o o oo/ 

Asf X! = -2x 2 + 2X3 y V A=2 = C£{(- 2, 1,0)*, (2,0,1)*}. 

Vx=-i ; Ax = —lx (A + I)x = 0 y resolviendo: 

/ 6 6 —6 0 \ / 1 1 0 0 \ 
-3-3 60 0010 

\ 0 0 0 3 / " \ 0 0 0 0 / 

Asf x\ = —x 2 yi 3 =0 luego V\=_i = C^{(—1,1,0)*}. 


11.2 Diagonalizacion de matrices 

Algunas matrices A permiten una factorizacion en terminos de 
una matriz invertible y una matriz diagonal, en la que se utilizan 
sus vectores y valores propios. Para obtener esta factorizacion se 
realiza un proceso denominado diagonalizacion de matrices. 

11.2.1 Caracterizacion de matrices diagonaliza- 
bles 

Definicion 11.6 (Matriz diagonalizable) 

Una matriz A es diagonalizable si existe una matriz C invertible 
y una matriz D diagonal tales que 

C~ 1 AC = D. 

Esto tambien significa que A se factoriza como 
A = CDC~% 

Para determinar las matrices C y D en esta factorizacion, observe 
que 


C~ X AC = D 


AC = CD. 
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Y escribiendo apropiadamente la igualdad AC = CD se reconoce 
en ella la presencia de los vectores y valores propios de A: si 

C = (C 1 ,C 2 ,...,C n ), 

donde C\, C 2 , ■ ■ ■, C n son las columnas de C y 

0 ^ 

A„ ) 

entonces, por una parte 

AC=(AC 1 ,AC 2 ,...,AC n ) 

y por otra, si se recuerda el efecto sobre las columnas de una 
matriz al multiplicarla por matriz diagonal (por la derecha), se 
tiene que 

CD = (\ 1 C 1 ,\ 2 C 2 ,...,\ n C n ). 


/ 0 
0 As 

V 0 


Finalmente 

AC = DC 


(AC 1 ,AC 2 ,...,AC n ) = (X 1 C u X 2 C 2 ,...,X n C n ) 
ACi = XiCi V i = 1, 2,... n. 


De lo cual observamos que los elementos en la diagonal de la matriz 
D , buscada, son valores propios de A y las columnas de C son 
los respectivos vectores propios. Ademas, como C es una matriz 
invertible sus columnas deben ser l.i. 

Entonces 


A es diagonalizable A tiene n vectores 

propios l.i. 


o equivalentemente, como se propone en el siguiente teorema. 



11.2 Diagonalizacion de matrices 


335 


Teorema 11.7 Sea A £ M(n,JR) tal que el polinomio carac- 
teristico se puede factorizar como: 


P 4 (A) = det(A - XI) = (A - Ai) ni (A - X 2 ) n2 • • • (A - A r )" r 


donde ni + n 2 -\ — ■ + n r = n, Xi,... ,X r son todos los valores pro- 
pios distintos de A, y Va 15 ..., V\ r los espacios propios correspon- 
dientes. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes: 

(a) La matriz A es diagonalizable. 

(b) Existe una base B = {v\,... ,v n }, para JR 11 , de vectores pro¬ 

pios de A. 

(c) Para cada X j, i = 1 su multiplicidad geometrica es 

igual a su multiplicidad algebraica. Es decir, dimiV^) = Hi, 
para todo i = 1,..., r. 

(d) dim{V\ i) + • • • +dim(V\ r ) = n. 

(e) Todo vector x £ lR n se puede escribir de manera unica en la 

forma x = Xi + ■ ■ ■ + x r , con Xi £ Va¬ 


tina demostracion de este teorema se puede consultar en 71. 
Ejemplo 11.6 Considere la matriz 



Su polinomio caracterfstico es: 

Pa{ A) = det(A — XI) 


1 - A 1 0 

1 1 - A 0 

0 1 2-A 


(2 — A)[(l — A) (1 — A) — 1] 


A(A — 2) 2 . 


Asi los valores propios son 2 y 0, y determinando los correspondi- 
entes espacios propios (o caracteri'sticos) V 2 y Vq tenemos: 
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V 2 : Ax = 2x (A — 21)x = 0 y resolviendo: 




Luego Xi = 0 y x 2 = 0, de manera que V 2 = C£{(0, 0,1)*}. 
Vq: Ax = 0a; •<=>■ Ax = 0 y resolviendo: 




Entonces X\ = 2x^ y x 2 — —2x^, luego Vq = C£{(2, —2,1)*}. 

De esto tenemos que dim(V 2 ) = 1 y dim(Vo) = 1> luego por la 
parte (c) del teorema 11. 7| la matriz A no es diagonalizable. 


Observe que para efectos de determinar si la matriz A es dia¬ 
gonalizable o no, en el ejemplo anterior, el computo de Vq es un 
paso innecesario. Porque al determinar que 

dim(V 2 ) = 1 7 ^ 2 = multiplicidad algebraica deA = 2, 

se tiene que A no es diagonalizable. 

Ejemplo 11.7 Para la matriz A del ejemplo |ll.3| en pagina[330| 



se obtuvo que 

PaW = ~(A — 2) 2 (A + 1). 
Ademas, en el ejemplo [liai se calculo: 


y P A= _r = C£{ 


Luego es posible elegir una base B para 1R 3 de vectores propios 
de A. Especfficamente: 


B = 
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Asi se tiene que A es diagonalizable, es decir, que A = CDC 1 
donde 


C = 


/ -2 

2 


/ 2 

0 

0 \ 

1 

0 

1 

y D= 0 

2 

° 

V 0 

1 

0 / 

V o 

0 

) 


Observe que el orden de las columnas C se eligio arbitrariamente. 
Si se cambia este orden, otra election para C y D puede ser: 


C = 


-2 -1 2 \ 

1 1 0 

0 0 1 / 


/ 2 0 0 \ 

y £>=0-10 

\ 0 0 2 / 


En ambos casos se comprueba que A = CDC 1 verificando que 
AC = CD. 


El teorema EU anterior, presenta un caso particular impor- 
tante cuando r = n. Esto es, si A tiene n valores propios distintos 
entonces es clara la existencia de n vectores propios l.i. y por lo 
tanto la matriz A es diagonalizable. 


Corolario 11.8 Si una matriz A, n x n, tiene n valores propios 
distintos entonces es diagonalizable. 


Ejemplo 11.8 La matriz A = 
caracteristico a: 

P A { A) = det ^ “ A 

Por lo tanto A tiene dos valores propios distintos cuyos espacios 
caracteristicos tienen dimension 1, necesariamente. Y por lo tanto 
A es diagonalizable. 

11.2.2 Matrices ortogonalmente diagonalizables 

El proceso de diagonalizacion de una matriz A presenta una situa- 
cion especial cuando la matriz C, cuyas columnas son una base 
de vectores propios de A, resulta ser ortogonal. Es decir cuando 


0 0 
1 1 


tiene como polinomio 


1-A 


= A(A — 1). 
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la base de vectores propios de A es una base ortonormal. 

Definicion 11.9 (Diagonalizacion ortogonal) 

Una matriz A, n x n, es ortogonalmente diagonalizable si existe 
una matriz C ortogonal y una matriz D diagonal, tales que 

C*AC = D 


Recordemos que C es ortogonal si 0*0 = I , es decir, si C~ x = 
C* . Asi la diagonalizacion ortogonal es un caso particular de dia¬ 
gonalizacion, en el cual la base de vectores propios que forman las 
columnas de C es una base ortonormal. 

Es facil ver que las matrices ortogonalmente diagonalizables 
son simetricas: 


A es ortogonalmente diagonalizable 

existe C ortogonal y D diagonal 
tales que C*AC = D 

A = CDC* 

A t = (CDC*)* = CDC* = A. 


El resultado reciproco tambien es cierto y se basa en los si- 
guientes teoremas: 


Teorema 11.10 Si A £ M(n,lR) es simetrica, su polinomio ca- 
racteristico solo tiene raices reales. 


Ademas, cuando la matriz es simetrica los vectores propios 
asociados a valores propios distintos, no solo son l.i. como en el 
caso general, si no que tambien son ortogonales. 
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Teorema 11.11 Sea A € M(n,JR ) simetrica y A lt A 2 valores 
propios distintos de A con vectores propios asociados v y u res- 
pectivamente, entonces v y u son ortogonales. 


Demostracion: Observe que 

Av ■ u = ( Av) tr u = v t A t u = v t (Au) = v ■ Au 

De esto se deduce que Ai(u-tt) = A 2 (v-u) luego (Ai —A 2 )(v-u) = 0, 
de donde (v ■ u) = 0 dado que Ai ^ \- 2 - 


Y finalmente el siguiente resultado garantiza la diagonalizacion 
ortogonal de las matrices simetricas. 


Teorema 11.12 Sea A una matriz simetrica, es decir A 4 = A. 
Entonces existe una base B = {iq,..., i>„} de lR n , ortonormal, 
formada por vectores propios de A. 


Asf, se obtiene la siguiente equivalencia. 


Teorema 11.13 A es simetrica si y solo si A es ortogonalmente 
diagonalizable. 


Demostracion: Supongamos que A es simetrica y sea C la matriz 
cuyas columnas son los vectores propios iq, ..., v n , de A, ortonor- 
males. Es decir C = (vi...v n ). Por multiplicacion matricial se 
comprueba que: 

(a) 



(v\\ 


/ v\ ■ V! • 

• • v{ • V n \ 

C l C = 

^ < ) 

(vi ...v n ) = 

\vi-V! • 

’ • V^-Vn J 


= In- 
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(b) C l AC es diagonal. En efecto 

C f AC = C*A[v i...v n ] 

= C * [Av i... Av n ] 

= C* [Ai^i... \ n v n ] 

= C l [ui ...v n ] D x 
= C l CD x 
= D\. 

donde D\ es la matriz diagonal que tiene a Ai,... \ n como 
entradas en la diagonal, en ese orden. 

Luego A es ortogonalmente diagonalizable. El reciproco fue cle- 
mostrado al inicio de esta section. 


/ 1 2 —4 \ 

Ejemplo 11.9 SeaA= 2 4 2 . Como A es simetrica, 

V -4 2 1 ) 

conocemos que es diagonalizable ortogonalmente. El proceso para 
determinar la matriz C ortogonal y la matriz D diagonal tales que 
A = CDC *, es el mismo que en la diagonalizacion general, pero 
ahora con el cuidado de elegir las columnas de C como una base 
ortonormal de vectores propios de A: 

Polinomio caracteristico de A: 

Pa( A) = det(A-XI) 

1 - A 2 -4 

2 4 — A 2 

-4 2 1 - A 

= —(A + 4)(A — 5 ) 2 
Los espacios propios 1C 4 y V 5 : 

V- 4 : Ax = —dx (A + 4 1)x = 0 y resolviendo: 

/ 5 2 -4 0 \ / 1 0 -1 0 \ 

2 8 2 0 0 11/2 0 
\ -4 2 50/ ' \ 0 0 0 0 / 

Entonces V - 4 = C£{( 2 , - 1 , 2 )*}. 
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V 5 : Resolviendo (A — 51) x = 0: 


( ~ 4 

2 -4 

° \ 

( 1 

- 1/2 

1 

2 

-1 2 

° 

° 

0 

0 

V -4 

2 -4 

0 J 

V 0 

0 

0 


Asf V 5 = C£{(—1, 0, 1)*, (1, 2 ,0)*}. 


Para la election de una base de vectores propios ortonormales 
como columnas de la matriz C que se busca, se requiere ortonor- 
malizar las bases obtenidas para cada espacio caracteristico. El 
teorema | 11 . 11 | garantiza que la union de las bases resultantes es 
una base ortonormal. 

Asf, una base ortonormal para IA 4 es B\ = {(2/3, —1/3, 2/3)*} 



y para V 5 es B 2 = {(-1/^2,0,1/^2)*,( 


que obtenemos las siguientes posibles elecciones para C y D: 



Facilmente se verifica que A = CDC * comprobando que AC = 


CD. 


11.3 Valores y vectores propios de ope¬ 
radores 

En esta section se denominan operadores a las transformaciones 
lineales de un espacio vectorial a el mismo. Y como se recordara, 
dada una base del espacio vectorial, hay una asociacion directa 
entre matrices y transformaciones lineales (operadores en este ca- 
so), la que permite trasladar los conceptos de valor propio, vector 
propio, y diagonalizacion a los operadores. 

Si T es un operador en ]R n 1 es decir, una transformation lineal 

T : M n -> M n , y consideramos la matriz A de T, en la base 

canonica, entonces 


Av = Xv 


T(v) = Xv 
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Definicion 11.14 (Valor y Vector propio) 

Sea T un operador en IR n , A es un valor propio de T si existe 
v € lR n v ^ 0„, tal que T(v) = Xv. Y v es el vector propio de T 
asociado a A. 


La definicion anterior puede generalizarse a un operador de 
cualquier espacio vectorial con dimension finita utilizando la rela¬ 
tion 

[T ( w )]g = Pig Mg 

para “pasar” el concepto de valor y vector propio de matrices a 
los operadores de estos espacios. 


Teorema 11.15 A es un valor propio del operador T asociado 
a v si y solo si A es valor propio de A = [T] g asociado a x = Mg ■ 


Demostracion: 


A es un valor propio de A asociado a x 

Ax = Xx 

Pig Mg = AMg 

[T(v)]b = [Xv]b 

T(v) = Xv. 


Ejemplo 11.10 Sea T : 1R 3 —> M 3 el operador definido por 



observe que 



Luego (0,1,0)* es un vector propio de T asociado al valor propio 
A = 1. 
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11.3.1 Diagonalizacion de operadores 

Sea A € M(n, M) una matriz diagonalizable y T{x) = Ax el res¬ 
pective operador, es decir, si C es la base canonica de M n entonces 

A = [T\ C . 

Como A es diagonalizable existe una base de vectores propios de 
A, B = {vi,V 2 , • ■ ■, v n }, que naturalmente tambien es una base de 
vectores propios de T puesto que 

Avi = A iVi T[vi) = A iVi. 

Luego, si definimos C = (v\,V 2 ,... ,v n ) la matriz cuyas columnas 
son los vectores de la base B conocemos que: 

A = CDC~\ 

donde D = diag(Ai) es una matriz diagonal. En esta situacion 
observe que: 


• La matriz de T en la base es B es diagonal: 


[T\b 


([AiUi]b, [A 2 f2 ]Bi • ■ • ) [A n Vn]B) 
(Ai[ui]g, A 2 [w2]B) • ■ • ) A„[u„]b) 


(Aiei, 

A 2 e 2 ,.. 

•? ^n^n) 

/ Ai 

0 . 

.. o A 

0 

a 2 


V o 

0 

A„ ) 


• La matriz de cambio de base de B a C es: 

[Id\ c B = ([%)] c ,[%)]c, ( ..,[%)] c ) 

= (vi,V 2 , ■ ■ ■ ,V„) 

= C, 

y consecuentemente [Id]® = C~ x . Observe que en este caso 
se denoto la transformacion identidad como Id. 


Los dos resultados anteriores hacen que la relacion 

A = CDC” 1 
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tambien se escriba como: 

[T)c = [Id] c B [T] B [Id] B c . 

Lo que permite la siguiente definicion del concepto de diagonali- 
zacion para operadores: 

Definicion 11.16 (Operadores diagonalizables) 

Se dice que el operador T : IR n —> lR n es diagonalizable si existe 
una base B de IR n tal que [T]* es diagonal. 


O equivalentemente: 


Teorema 11.17 T es diagonalizable si y solo si existen matrices 
D = diag (Xi) nxn diagonal, y P invertible cuyas columnas son 
una base B de IFL n , tales que 


P- 1 [T} c P=[T] b = D, 


donde C es la base canonica de lR n . 


Demostracion: Si T es diagonalizable, sea B = {iq,..., v n } una 
base de lR n tal que [T\ B = diag(Ai) nxn = D y P = [vq ... v n ] = 
[Id]* • Entonces D = [T} B = [Id]* [T\ c [Id]* = P" 1 [T\ c P. 

Por otra parte si P -1 [T] c P = D entonces [T] c P = PD. 
Definiendo P = [iq ... v n \ y B = {rq,..., v n } se tiene [T] c q = 
[A iVi\ c , es clecir [T (q)] c = [Aj.zq] c . Por lo que T (rq) = A,rq, o lo 
que es equivalente [T] g = diag(A,) nxn . 


Definicion 11.18 (Op. ortogonalmente diagonalizable) 

Un operador T : lR n —> IR n es ortogonalmente diagonalizable si 
existe una base ortonormal B de M n tal que [T] g es diagonal. 


Se puede deducir que si existe una base B de lR n tal que [T] g 
es ortogonalmente diagonalizable entonces T es ortogonalmente 
diagonalizable. 
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En efecto, sea H ortogonal tal que H l [T\ B H = diag(A,;) con 
[S]b = H y B = {ui, ...,v n . Luego [S , " 1 TS'] 6 = diag(Ai) por lo 
que T(Svi) = XiSvi. 


Ejemplo 11.11 Sea C la base canonica de M 3 . 

El operador T : 1R 3 —► M 3 definido por la formula 

T {x, y,z) = (x - z,y + z,-x + y + 2z) 

es ortogonalmente diagonalizable puesto que 

i) 

es simetrica. 


[T\ c = 


0 1 

-1 1 


Para calcular la matriz ortogonal C tal que C l AC = D\ se 
clebe calcular una base ortonormal de 1R 3 , o lo que es equiva- 
lente, una base ortonormal de cada espacio propio. El polinomio 
caracteristico de T es p( A) = A(1 — A)(A — 3). Las bases ortonor- 
males de los espacios propios Vq, V\ y V 3 son, respectivamente, 

{71C 1 ’ -1 ’ 1 )}> {71 y {71 (- 1 ’ 1 ’ 2 )}• Por lo tant0 


73 72 76 

c — I — — — 

0 - 1 73 72 76 

— n — 

73 u 76 


11.4 Diagonalizacion de formas cuadra¬ 
ticas 


La diagonalizacion de matrices produce, mediante un cambio de 
varible, una simplification de las formas cuadraticas con impor- 
t antes aplicaciones. 

Definicion 11.19 (Forma cuadratica) 

Una funcion f : IR n —> IR tal que f ( x ) = x t Ax se llama forma 
cuadratica, donde A es una matriz simetrica denominada matriz 
de la forma cuadratica. 
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Ejemplo 11.12 Consideremos la forma cuadratica 

/(x 1,2:2, £3) = x\ + x\ + 2 xg — 2x1X3 + 2x23:3. 


/ 1 0 -1 

La matriz (simetrica) de / es A = 0 1 1 

\ -1 1 2 

verifica, efectuando el producto matricial: 

f(x) = x t Ax 

f[(x i,x 2 ,x 3 y] = (xi,x 2 ,x 3 ) 


Lo cual se 


1 

0 - 


/Xi 

0 

1 

1 

X 2 

-1 

1 

2 / 

\X 3 

Xl 

- x 3 

N 


x 2 

+ x 3 



- Xi 4 

- x 2 4 

X 3 I 



= (xi,X 2 ,X 3 ) 

= x\ 4- x\ + 2 x 3 — 2x1X3 + 2x2X3. 


Observe que una forma cuadratica es un polinomio de segundo 
grado en el que todos sus terminos son cuadraticos. Por ejemplo, 
para el caso de tres variables tenemos: 

/(xi,x 2 ,x 3 ) = ax 1 + 6 x 2 + CX 3 + dx ix 2 + exix 3 + gx 2 x 3 . 

La matriz A de esta forma cuadratica, se obtiene al reconocer que: 


i) si * j, el coeficiente del termino XjXj del polinomio define 
las entradas a t j y aji, 

coeficiente de x i: j 
a ij ~ a ji ~ 2 ’ 

ii) cuando i = j, el coeficiente de xf es la i-esima entrada en la 
diagonal de A. 


( a d/2 e /2 \ 

A= d/2 b g/2 

V e /2 g/2 c J 


Especfficamente: 
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En general, si x* = (xi,..., x n ) y A = (Oij), la forma cuadratica 
/ (x) se escribe como: 

n n 

/ (x) = X t Ax = CLijXiXj 

j =1 »=1 


o 

n 

f( x ) = T/ a M X ? + 2 X! a %3 X i X 3- 

*=1 i<3 

La idea principal en esta section es que con un cambio de 
variable apropiado, es posible eliminar de una forma cuadratica 
la expresion que corresponde a la segunda sumatoria. Es decir, 
remover todos los terminos de la forma aijXiXj con i < j, que en 
lo sucesivo denominaremos terminos cruzados. 


Ejemplo 11.13 La matriz A de la forma cuadratica en el ejemplo 
11 . 12 [ se puede factorizar como: 

A = CDC* 


donde, 



( 

1 

a /3 

1 

Vf 2 

^6 ^ 


l 0 

0 

0 \ 

c = 


— 1 
V3 

1 

^2 


y D = 

° 

1 

0 


\ 

1 

Vs 

0 

76 ) 


V 0 

0 

3 / 


Esto se obtuvo en el ejemplo 11.11 donde se observa que los va- 
lores propios de A son: Ai = 0, A 2 = 1, A 3 = 3 y los respecti- 
vos vectores propios definen las columnas de C, de manera que 
C*AC = D. 


Luego, con el cambio de variable y = C*x, la forma cuadratica 
se transforma en: 


x\ + x\ + 2 x| — 2 x 1 X 3 + 2 x 2 X 3 


x t Ax 

x t CDC t x 

(C t x) t D(C t x) 

y t Dy 

y\ + 3y| 


la cual no incluye terminos cruzados. 
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En general tenemos el siguiente resultado: 


Teorema 11.20 Sea C = (vi...v n ) cuyas columnas son una 
base de vectores propios, ortonormalizados, de la matriz simetrica 
A. El cambio de variable 


y = C t x 

transforma la forma cuadratica fix) = x t Ax en 

n 

fix) = y t Dy = Ky 2 i 

i—1 

donde X\,...,\ n son los valores propios de A, asociados a 
V\,... ,v n respectivamente. 


Demostracion: 

fix) = fiCy) = 


Por el teorema 11.13| C f AC = D\. Entonces 
iCyY ACy = y* (C7‘ AC) y = y'D^y = X *vl 


Esta reduccion de las formas cuadraticas tiene aplicaciones 
importantes en la Estadi'stica y otras disciplinas. Nosotros la usa- 
remos para reconocer curvas y superficies cuadraticas. 


11.5 Rotacion de conicas y superficies 
cuadraticas 


Las curvas y superficies cuadraticas se asocian a casos particulares, 
n = 2 y n = 3, de ecuaciones de la forma 

x t Ax + Bx + d = 0 

cuyo primer termino es una forma cuadratica. En el caso de las 
conicas, el polinomio de segundo grado, en dos variables, de la 
ecuacion que la define: 

ax\ + bx 2 + cx\X 2 + dx\ + eX 2 + f = 0 
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puede ser escrito matricialmente como 

ax\ + bx 2 + cx\X2 + dx\ + ex2 + f = x t Ax + Bx + f 


donde 



Similarmente, un polinomio cuadratico en tres variables se es¬ 
cribe matricialmente: 

axf + bx\ + cx 3 + dx 1X2 + ex\X 3 + fx 2X3 + gx 1 + hx 2 + kx 3 + l 

/ a d/2 e/2 \ / x i\ f Xl \ 

= (xi,x 2 ,x 3 ) \ d/2 b f/2 \ \ x 2 \ + (g,h,k) l x 2 \ + l 

V e / 2 // 2 c / \ x 3 / \ x 3 J 

= x*Ax + Bx + l. 

Las ecuaciones que permiten reconocer una conica o superficie 
cuadratica, se caracterizan porque no tienen terminos cruzados. 
Sin embargo, las que tienen terminos cruzados se pueden reducir 
a las primeras, con la aplicacion del teorema |11.20| y el cambio de 
variable involucrado introduce un nuevo sistema de ejes (o de coor- 
denadas), en terminos del cual se simplifica la ecuacion y puede 
ser identificada. 

Pero antes de hacer las reducciones mencionadas, debemos 
elaborar un “inventario” de las curvas que reconocemos a partir 
de su ecuacion canonica. 


11.5.1 Conicas y sus ecuaciones canonicas 

Las elipses, hiperbolas y parabolas son las curvas cuadraticas que 
denominamos conicas —se definen por la interseccion entre un 
piano y un cono— y aparecen con mucha frecuencia en los cursos 
de matematica y sus aplicaciones. 




350 


Vectores y Valores Propios 



Figura 11.2: Elipse de ecuacion §2 + 52 = 1 , a > (3. 

Elipse 

La elipse no rotada y centrada en (xo, yo) es una curva cuadratica 
que se puede caracterizar por la ecuacion 

0 - x o) 2 {y - yo f = , 
a 2 /3 2 

De esta ecuacion se dice que esta escrita en la forma canonica. 

Vease a continuation la forma de los graficos de la elipse cen¬ 
trada en el origen, en los casos a > (3 y a < (3 respectivamente. 
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1, a > (3. 


Hiperbola 

Analogamente la hiperbola centrada en (xo,yo), no rotada, es 
una curva cuadratica cuya ecuacion canonica tiene la forma 

Q~x 0 ) 2 (y - y 0 ) 2 = 

a 2 ' (3 2 

Las rectas que pasan por el punto (x’o,yo), en la direction de los 
vectores (a,/3) y (—a,/3): 

0 ,2/) = Oo, 2/o) T t(a,0), 

se llaman asmtotas de la hiperbola. Tambien pueden ser escritas 
como 

y = ±-(x- x 0 ) + 2/o- 


Parabola 

Las formas de las ecuaciones, que convenimos en denominar ca- 
nonicas, para las parabolas son: 

0 - x o) = a(y - yo) 2 

(y-yo) = a(x-x o) 2 
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donde el punto (xo, yo) corresponde con el vertice de la parabola 
y cuando la ecuacion es del primer tipo, la parabola abre en la 
direccion del eje X, hacia la clerecha de xq si a > 0 y hacia la 
izquierda de Xq si a < 0. La segunda ecuacion corresponde a una 
parabola que abre en la direccion del eje Y, hacia arriba de yo si 
a > 0 y hacia abajo de yo si a < 0. 


Conicas degeneradas 


En general, la ecuacion ax\ + bx 2 + cx 1 X 2 + dx 1 + ex 2 + f = 0 
corresponde a alguna de las conicas vistas. Sin embargo, en ciertos 
casos, el conjunto de puntos que satisfacen la ecuacion es vacio, 
o representan rectas o puntos aislados. Por ejemplo, la ecuacion 
x 2 + y 2 + 1 = 0 no tiene soluciones, por otra parte, la ecuacion 

x\ — xl = 0 

la satisfacen solo los puntos de las rectas X 2 = iaq. Y la ecuacion 
x\ — 2x\ + 1 + y\ = 0, tiene solo el punto (1,0) como solucion. 

En casos como estos dos ultimos se suele decir que las conicas 
son degeneradas. 
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11.5.2 Ejes principales, angulo de rotacion 


Para identificar la conica que corresponde a una ecuacion 

ax 2 + bx 2 + cx 1 X 2 + dx\ + ex^ + / = 0 

se debe eliminar el termino cruzado cx 1 X 2 y hacer transforma- 
ciones en la ecuacion resultante, hasta obtener una de las formas 
canonicas vistas. 


Lo cual supone, en primer termino, escribir la ecuacion en su 
forma matricial: 

x*Ax + Bx + f = 0 
donde A = ^ ^ | ^ , B = (d , e). 

Luego se determina, { 111 , 112 }, una base ortonormada de IR 2 
formada de vectores propios de A , asociados respectivamente a 
Aj y A 2 . Asi, con C = (111,112) y D = diag(Ai,A 2 ) se tiene que 
A = CDC 4 , y el cambio de variable y = C t x conduce a: 


ax\ + bx I + caiia ;2 + daq + eai 2 + / = 0 
a: 4 Ax + -Bx + / = 0 
x t CDC t x + Bx + f = 0 
(C t x) t D(C t x) + BCy + / = 0 
i/ 4 -D(/ + BCy + / = 4 


(2/1,2/2) 


Ai 0 

0 A 2 


+ (r, s) 


Aij/f + A 23/2 + ryi + si /2 + / = 0 


+ / = 0 


donde (r, s) = BC. 


En esta ultima ecuacion, si Ai y r no son cero, (similarmente 
para A 2 y s), se agrupan los terminos X\y\ + ry\ y A 2 y\ + sy 2 
y completando cuadrados se les da la forma Ai( 1/1 ± h ) 2 ± i y 
A 2 ( 2/2 ± fc) 2 ± it, para obtener: 

Ai (i/i ± //)' + A 2 ((/2 ± fc) 2 = —(/ ± t ± u) 


y finalmente, con mas transformaciones algebraicas, se obtiene 
una de las ecuaciones canonicas. 


De todas estas transformaciones, resulta de especial importan- 
cia la interpretacion para el cambio de variable y = C t x: 
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• La matriz C l = C 1 = [Id]® e s la matriz de cambio de base 
de la canonica a B, esto porque: 

C = {vi,v 2 ) = ([Idiv^lc, [Id(v 2 )]c) = [Id] c B . 

Asi el cambio de variable y = C l x , cambia el vector x = 
[x\,x 2 )‘, coordenadas en la base canonica de un punto, a 
y = (y\, 2 / 2 )*, coordenadas del mismo punto en la base B = 
{V1,V2}- 


• Las rectas determinadas por los vectores v\,v 2 son los ejes 
principales de la conica. Los vectores v 1 , v 2 siempre se 
pueden escoger de modo que det(C') = det[(iq, X 2 )] = 1, 
para que cambio de variable y = C*x pueda ser interpretado 
como una rotacion de ejes. 


• Si det(C') = 1, el angulo de rotacion 9 es el angulo entre 
el vector canonico e\ = (1,0) y el vector iq. 


Ejemplo 11.14 Calcular el angulo de rotacion, los ejes princi¬ 
pales y la ecuacion canonica respecto de estos ejes, de la conica 
definida por la ecuacion xj — 4x1X2 + x\ — 4 = 0. 


Solution: 


x\ — 4xiX2 + x\ = 4 

(aq, X2) 

x* Ax = 4. 




= 4 


Los valores propios de la matriz simetrica A = ^ 2 j 

Aj = —1 y A 2 = 3, con vectores propios ortonormalizados: 


son 




Eligiendo C = ^ ^ ^ ^ y D = ^ ^ ^ ^ se tiene 
que A = CDC 4 y sustituyendo en la ecuacion de la conica, tene- 
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mos: 


x\ — 4 xiX2 + x| = 4 

x*Ax = 4 <=> x t CDC t x = 4 


(C t x) t D(C t x) = 4 

(Z/l: 2/2) ( "q 1 3) 

~y\ + 3yl = 4 



y*-Dy = 4 
= 4 


I/? 

2 2 


1/2 


= 1 . 


(2/ v ^) 2 

Entonces observe que el cambio de variable y = C f x, e s decir, 




permitio reducir la ecuacion de la conica a la forma canonica de 
una hiperbola centrada en el origen. Ademas ( 2 / 1 , 2 / 2 ) es el vector 
de coordenadas en la base 


de los puntos (xi,X 2 ) en la hiperbola, dados por sus coordenadas 
en la base canonica. Asf, los ejes principales son las rectas L\ y 
L 2 generadas por los vectores v\ y V 2 con ecuaciones vectoriales 
(xi, X 2 ) = t(l, 1) y (xi, X 2 ) = t(l—,1), es decir, sus ecuaciones 
cartesianas son: y = x y y = —x, respectivamente. 

El cambio de variable corresponde a una rotation de ejes de 
angulo 9 = j, el angulo entre v\ y e\. 

Las pendientes de las asintotas son dadas por m = = 

± luego las ecuaciones de las asmtotas referidas a coordenadas 

de los ejes principales son: 2/2 = y 2/2 = ^=2/1- Observe que 
el cambio de variable x = Cy , permite conocer las coordenadas 
en terminos de la base canonica, de los vectores que generan las 
asintotas. 

En la figura [lL5l el primer grafico muestra los vectores V\ y V 2 
que generan los nuevos ejes (ejes principales), y en el segundo se 
muestra la hiperbola, trazada respecto de estos nuevos ejes, con 
indication de las rectas asintotas. 
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Figura 11.5: Hiperbola rotada x\ — Ax\X 2 + x\ — 4 = 0 

11.5.3 Superficies cuadraticas usuales 

El problema de la rotation de superficies se resuelve en modo simi¬ 
lar a las conicas. Se ilustra este procedimiento en el ejemplo 11.15 
luego se presentan las ecuaciones canonicas de algunas de las su¬ 
perficies cuadraticas mas comunes y que se estudian normalmente 
en los cursos de Calculo Superior. 

Ejemplo 11.15 Considere la superficie determinada por la ecua¬ 
cion 

— Ax\ — Ax\ — 7x\ + 4xiX2 + IOX 1 X 3 + IOX 2 X 3 = 3 

y calcule su ecuacion canonica, asi como las ecuaciones de cambio 
de variables. De las ecuaciones vectoriales de los nuevos ejes. 

Solution: La ecuacion de la superficie escrita en forma matricial 
es x t Ax = 3, con 



El polinomio caracteristico de A factorizado es 


p( A) = (3-A)(6 + A)(12 + A) 
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y los valores propios son Ai = 3 , A2 = —6 y A3 = — 12 . Por lo 
tanto la ecuacion de la superficie referida a los nuevos ejes es 

3 y\ - §yl - 12 yl = 3 . 


La ecuacion canonica sera entonces: 


y\ 


vl 


Va 


(7s) 2 (l) : 


= 1 . 


El grafico de esta figura es como el de figura [LL8| en la pagina 
| 359 | llamada hiperboloide de dos hojas. 

La ecuacion de cambio de variables es y = C t x con y = 
(yi,2/2,2/3)* y C = (vi,V2,vs) la matriz cuyas columnas son los 
vectores propios de A ortonormados, V\ 7 V2,V3, asociados a Ai, A2 
y A3 respectivamente: 



Haciendo la multiplicacion C*x se obtiene y = (2/1,2/252/3)* 
donde: 

2/i = |\/ 3 (xi + x 2 + x 3 ) 

2/2 = \\f 2 (-x 1 + x 2 ) 

2/3 = (~\x! - \x 2 + x 3 ) . 


Ecuaciones canonicas de algunas superficies 

En las siguientes ecuaciones canonicas de superficies cuadraticas, 
los parametros a, (3 y 7 se consideran no nulos. 

Elipsoide : El elipsoide centrado en el punto (x’o, 2/0, zq) , no ro- 
tado, es la superficie cuadratica definida por la ecuacion 

(■x - x 0 ) 2 (y - 2/o) 2 {z - z 0 f = 

a 2 / 3 2 7 2 

llamada ecuacion canonica del elipsoide. La Figura 6 ilustra el 
grafico de un elipsoide. 
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Figura 11.6: Elipsoide centrado de ecuacion x 1 + ^ 


= 1 . 



9 


+ 


Figura 11.7: hiperboloide de una hoja: 


4 


9 
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Hiperboloide de una hoja : El hiperboloide de una hoja, cen- 
trado en el punto (xo, Vo, zo) 7 n0 rotado, es la superficie cuadratica 
definida por la ecuacion canonica 

0 - Xp) 2 (y - y 0 ) 2 _ (z - z 0 f = 
a 2 /3 2 7 2 



Figura 11.8: hiperboloide de dos hojas: + \ 



Un linico signo menos puede afectar a cualquiera de terminos 
de la ecuacion y determina el eje sobre el cual se extiende y abre 
el hiperboloide. 


La Figura 11.7 ilustra el grafico de un hiperboloide de una 
hoja. 


Hiperboloide de dos hoja : El hiperboloide de dos hojas, 
centrado en el punto (xo,yo,Zo), no rotado, tiene una ecuacion 
canonica como el de una hoja, pero con dos signos menos 


(x - x 0 ) 


(■y - Vo) 2 (z - zof 


P 2 


= 1 . 
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En este caso, el unico signo mas (o positivo) afecta a cualquiera de 
terminos de la ecuacion y determina el eje sobre el cual se extiende 
y abre el hiperboloide de dos hojas. 

La Figura |11.8| ilustra el grafico de un hiperboloide de dos 
hojas. 


X 


10 





-1 


10 


z 


2 2 2 

Figura 11.9: cono elfptico de ecuacion ^ 


Cono elfptico : El cono elfptico, centrado en el punto (xq, yo , zq ), 
no rotado, es la superficie cuadratica definida por la ecuacion 
canonic a 


Notese que las superfices definidas por 



son tambien conos elfpticos. 


(y - yo) 2 = 0 

(x - x 0 f = 0 
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La Figura [lL9| ilustra el grafico de un cono eliptico. 



Figura 11.10: Paraboloide hiperbolico centrado: z = —x 2 + y 2 / 4. 


Paraboloides hiperbolico y eliptico: 


El paraboloide hiperbolico, centrado en el punto (xq, yo,zo ), 
no rotado, es la superficie cuadratica definida por la ecuacion 
canonica 


,{y~yo) 2 (x-x 0 f 

a 2 + (3 2 


(z - Z 0 ) . 


La Figura [Tl. 10| ilustra el grafico de un paraboloide hiperbolico. 


Muy similarmente, el paraboloide eliptico, centrado en el 
punto (xq, 3 / 0 > z o)' no rotado, tiene como ecuacion canonica 


, ( y-yo f , (x-x 0 f .. x 

±- 2 - ± - 32 - - \ z ~ Z 0 ■ 

a z p z 

La Figura [Tl . 11 1 ilustra el grafico de un paraboloide eliptico cen¬ 
trado. 
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Figura 11.11: paraboloide elfptico centrado: z 


y_ 

9 


11.6 Ejercicios 


/ 3-2 3 \ 

1. Sea A= 1 6 -3 . 

V 1 2 1 ) 

a) Calcule los valores propios de A. 

b) Halle una base de 2R 3 formada de vectores propios de A. 

c) Calcule dos matrices C y D (diagonal) tales que C~ 1 AC = 
D. 

( o y/2 -y/2 \ 

2. Sea A = I ^2 -1 -1 . 

V -V2 -1 -1 J 

a) Calcule una base de cada espacio propio de A. 

b) Calcule una base ortonormal de IB? formada de vectores 
propios de A. 
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c) Obtenga una matriz ortogonal P tal P t AP es diagonal. 

/ 2 a 0 0 \ 

„ ,, 0 2 6 0 , _ 

3. Sea A = o 0 2 c con a, b,c £ JH. 

V 0 0 0 2 J 

a) Verifique que V a, 6, c € IR, 2 es un valor propio de A con 
multiplicidad algebraica 4. 

b) Obtenga condiciones sobre a, 6, c para que la multiplici¬ 
dad geometrica de 2 sea 1, es decir, dim(14) = 1- Repita 
este ejercicio para la condition dim(V 2 ) = 2. 

c) Obtenga condiciones sobre a, 6, c para que A sea diago- 
nalizable. 

4. Hallar una matriz que tiene valores propios 1, -1, -1 y vectores 
propios respectivos (1,1, —1), (0,1,1) y (1, 0, —1). 

5. Sean las matrices 

/ 1 1 -2 \ /111 
A= -1 2 1 y H = 1 1 1 

\ 01—1/ \ 1 1 1 

a) Calcule elpolinomio caracteristico de Ay B. Factoricelos 
en factores lineales y diga cual es la multiplicidad alge¬ 
braica de cada valor propio. 

b) Obtenga una base para cada espacio propio. 

c) Defina un operador T tal que \T\ C = A y [T\ B es diago¬ 
nal, donde C es la base canonica de 1R 3 y B es una base 
que debe determinar a partir de (b). 

( 1 a a \ 

ala con a € IR , « / 0. 
a a 1 J 

a) Compruebe que ( 1 1 1 )* es un vector propio de A. 

Hallar el valor propio A asociado. Calcule una base de 

14 . 

b) Compruebe que 1 — a es un valor propio de A y calcule 
una base del espacio propio correspondiente. 




364 


Vectores y Valores Propios 


c) Compruebe que todo vector x £ IR 3 se puede escribir 
como x = y + z donde y € V\ y z € Vi_ a y que 

V X n = {0} . 


Z 1 

2 

7. Sea la matriz C = ^ 

V o 


2 

1 

0 

0 


°\ 
0 

-1 
1 J 


a) Hacer lo mismo que en (a) y (b) del ejercicio 1. 

b) Si existe una base de M 4 formada por vectores propios 
de C, obtengala. Si no existe, justifiquelo. 


8. Determine los valores propios de A y sus respectivos espacios 
propios y decida si A es o no diagonalizable. Justifique su 
respuesta. 


A = 


10-1 
0 1 1 
11 0 


9. Sea el operador T : IR 3 —> IR 3 definido por T ( x , y, z ) = 
(x + z,y - z,x - y). 


a) Calcule el polinomo caracteristico de T y factoricelo. 
Halle una base B de IR 3 tal que [T\ B sea diagonal. Es 
decir, B esta formada por vectores propios de T. 

b) Calcule una matriz H ortogonal tal que H 4 [T\ c H = D 
es diagonal, donde C es la base canonica de IR 3 . 

10. Sean Ai yf A 2 dos valores propios de un operador T de M n . 
Pruebe que 

a) P Al nc A2 ={0}. 

b) Vai -L V\ 2 siempre que [T\ B sea simetrica, donde B es 
una base de M n . Ayuda: note que ( Ax)*y = x t (Ay) con 
A una matriz simetrica; x, y son vectores columna. 

11. Escriba el polinomio caracteristico de una matriz triangular. 
Haga lo mismo para una matriz diagonal y la matriz identidad 
en tanto que casos particulares de matrices triangulares. 

12. Sea A un valor propio de la matriz A , asociado a x. Compruebe 
que : 
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a) Para todo r € IN, X r es un valor propio de A r , asociado 
a x. 

b) Si p ( x ) = Oo + aiX + • • • + a m x m con £ R, entonces 
p (A) es un valor propio de p (A) = aoI+aiA+- ■ ■+a m A rn 
asociado a x. 

c) Si A es invertible, entonces j es un valor propio de A^ 1 
asociado a x. 

13. Sea A una matriz n x n con entradas en IR. Compruebe que 

a) A y A 1 tienen el mismo polinomio caracteristico. Indi¬ 
cation : note que det(A — A/)* = det(A — XI). 

b) C~ l AC y A tienen igual polinomio caracteristico. 

14. Sean Ay B dos matrices n x n, con entradas en M. Pruebe 
que si A es un valor propio de AB tambien lo es de BA. 
Ayuda: distinga los casos A / 0 y A = 0. A1 tratar este 
ultimo, considere el polinomio caracteristico de AB 

15. Sea A una matriz tal que A 2 = A. Pruebe que si A es un 
valor propio de A entonces A r es valor propio de A, para todo 
r € IN. Deduzca entonces que A = 0 o A = 1. Indication: 
recuerde que la matriz A siendo n x n, no puede tener mas de 
n valores propios. 

16. Sea T : 1R 3 —> IR 3 definido por 

T {x, y, z ) = (5x + 4 y + z, 4x + 8 y — 4 z, x — Ay + 5 z). 

a) Determine si T es ortogonalmente diagonalizable. Justi- 
fique. 

b) Calcule una base del nucleo de T. 

c) Sin hacer mas calculos diga si A = 0 es un valor propio 
de T. Justifique su respuesta. 

17. Sea {ui, V 2 , V 3 } una base ortonormal de IR 3 y S = Cl{v 1 ,^ 2 }. 
Considere la transformation lineal T : IR 3 —> IR 3 tal que: 

T(x) = 2Proysa: — x, 

a) Muestre que 1 y -1 son valores propios de T. 

b) Determine bases para los espacios caracteristicos Va=i y 

VA=-i- 
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c) ^Es T diagonalizable ortogonalmente? Justifique su res- 
puesta y si es afirmativa, encuentre una base B tal que 
[T]g sea diagonal. 

18. Sea A = (V 1 V 2 V 3 V 4 ) una matriz en M(4,1R), cuyas columnas 
son los vectores tq, rq, U3 y V 4 . Y suponga que 

Nuc (A) = {(i, —s, 0,2s) 4 |i, s e 1R}. 

Especifique si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas, 
o la information que se da no es suficiente para clecidir. En 
cada caso justifique su respuesta. 

a) Las columnas cle A forman un conjunto de vectores l.i. 

b) (0, 0,0,0) 4 es un vector propio de A. 

c) La dimension de espacio caracteristico asociado a A = 0 
es dos. 

cl) Dado que (1,0,0,0) 4 € Nuc (A) entonces V\ = (0,0,0,0) 4 . 

e) La transformation lineal T(x) = Ax es sobreyectiva. 

19. En cada uno de los siguientes casos, obtenga las ecuaciones 
vectoriales de los ejes principals de la section conica y su 
ecuacion canonica. Calcule el angulo de rotation y trace un 
grafico de la section conica (incluya las asintotas). 

a) 2a; 2 — 2 >xy — 2 y 2 + 10 = 0. 

b) 7a; 2 + 32a;ia;2 - 17xl - 50 = 0. 

c) x\ — 2x\ + 2 x 2 = 0. 

cl) 16a; 2 — 24a :y + 9 y 2 = 25. 

e) 3a; 2 — 2a;ia;2 + 3a;| + 4\f2x\ = 6. 

f) 2a; 2 + 4xy + by 2 — = 11. 

g) x 2 — 2 xy — y 2 = 10. 

h) 6 V3 xiX2 — 6x 2 + 3a;i — 3-\/3a;2 = 24 

20. Despues del cambio de variable (una rotation) la ecuacion de 
una conica es AAl + y\ + y 2 = 0. 

(a) Obtenga la ecuacion canonica e identifique la conica. 

(b) Si el angulo de rotation es | calcule una ecuacion vectorial 
de cada uno de los ejes principales. 
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(c) Trace la grafica de la curva. 

(d) Escriba la ecuacion de la conica con termino X\X 2 - 

21. Considere la conica de ecuacion 

3x 2 — 8 x 1 X 2 — 3x 2 2 — 4\/5xi + 2\/5x2 = 15. 

Si x = (x 1 ,x 2 ) t , y y = (2/1,2/2)*: 

a) Diagonalice la matriz A apropiada y de la matriz P del 
cambio de variable y = P l x , que elimina los terminos 
cruzados en la ecuacion anterior y ademas corresponde 
a una rotation. 

b) Transforme la ecuacion dada hasta obtener la ecuacion 
canonica de la respectiva conica. 

c) En el sistema de coordenadas de las variables X\ y X 2 , 
trace el grafico aproximado de la conica, senalando las 
coordenadas de los vectores que generan los ejes 2/1 y 2/2? 
y mostrando las asintotas (si es el caso). 

22. Considere la superficie de ecuacion 

— x 2 + 5y 2 — z 2 — 2 xy + 10 xz — 2 yz = 12. 

Si A es la matriz simetrica, correspondiente a la forma cua- 
clratica de esta ecuacion, se conoce que: 

\A-\I\ = — (A — 3) (A — 6) (A + 6) 

Ademas, C A=3 = Ct{{ 1,1, l) 4 } y E A =6 = Ci{{ 1, -2, l) 4 } 

a) Determine la matriz A y V A= _@. 

b) De una matriz P para el cambio de variable y = P 4 x, que 
elimina los terminos cruzados en la ecuacion anterior. 

c) Obtenga la ecuacion canonica de esta superficie. 

d) Si las nuevas variables se denominan x' , y', y z' , deter¬ 
mine el coseno del angulo entre los ejes correspondientes 
a las variables x y x'. 

23. Sea la superficie 

x 2 +x 2 +x 2 +2axiX2+2bx2X3+2xiX3+V3xi—V3x2+V3x3 = 0 . 
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(a) Escriba la ecuacion en la forma x t Ax + Bx + d = 0. £Si 
P = (1,1,0) ( , para cuales valores de a y b, P es un punto de 
la superficie?. 

(b) Sea B = {vi, v 2 , ^3} la base ortonormal de 1R 3 que deter- 
mina los ejes principales, y suponga que a = b = —1. Deter¬ 
mine la base B y el cambio de variable que elimina los terminos 
“cruzados” de la ecuacion. Obtenga la ecuacion sin terminos 
cruzados. 

(c) Determine [P]b- 1 [P]b satisface la ecuacion sin terminos 
cruzados? 

24. Considere las siguientes ecuaciones de superficies cuadraticas: 

a) X 1 X 2 = x 3 . 

b) —3 y 2 + 6 xy + 6 yz = 12. 

i) Diagonalice la matriz A apropiada y de una matriz P 
para el cambio de variable y = P l x, que elimina los 
terminos cruzados en la ecuacion. 

ii) Transforme la ecuacion dada hasta obtener la ecuacion 
canonica de la respectiva superficie e identiffquela. 

iii) Halle una ecuacion vectorial para cada uno de los ejes 
rotados que clenominamos Li, i = 1,2,3. 

iv) Sean E\, E 2 , E 3 los ejes determinados por la base cano¬ 
nica, encuentre el angulo entre Ei y Li para i = 1, 2,3. 

25. Considere la superficie de ecuacion 

—4xf + 2x\ + 4x\ + 6 x 1 X 3 = 20. 

Si A es la matriz simetrica, correspondiente a la forma cua- 
dratica de esta ecuacion, y se conoce que: 


A = PDP 4 



( Jw 

0 

N 

do 

\ 

( 5 

0 

°\ 

donde P = 

0 

1 

0 

II 

0 

2 

0 


V CIo 

0 

1 

dio ) 

/ 

V 0 

0 

-5/ 


a) De la matriz A e indique el cambio de variable que eli¬ 
mina el termino ^1X3 de la anterior ecuacion. 
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b) Transforme la ecuacion dada hasta obtener la respectiva 
forma canonica. 

c) Si las nuevas variables se denominan y\, y%, y 2/3, deter¬ 
mine el coseno del angulo entre los ejes correspondientes 
a las variables X 3 y 2/3. 

26. Sea A una matriz 2x2, simetrica y con valores propios Ai 
y A2. Compruebe que la section conica de ecuacion f (z) = 
z l Az + d = 0 con d > 0, es: 

(a) Una elipse si A1A2 > 0. 

(b) Una hiperbola si A1A2 < 0. 

Analice el caso d < 0. 

27. Halle una regia en terminos de los valores propios, que carac- 
terice el cono eliptico. Demuestrela. 

28. Sea A = (o^) tal que ^”=1 a b = P ara todo j. Com¬ 
pruebe que 1 es valor propio de A. 
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Apendice A 

Examenes 


En este apendice se presentan los examenes aplicados en el curso 
MA-1004 Algebra Lineal, de la Escuela de Matematica en la Uni- 
versidad de Costa Rica, correspondientes al I y II ciclo lectivo de 
1996 y al I y II ciclo de 1997. 

Salvo unas pocas excepciones, en cada ciclo, en el primer exa- 
men se evaliia la materia de los capitulos 1, 2, 3 y 4. El segundo 
parcial corresponde con los capitulos 5, 6, 7 y 8 y los restantes 
temas se evaluan en el tercer parcial. 


A.l Examenes Parciales I 

A.1.1 I ciclo lectivo de 1996 

Universidad de Costa Rica I Ciclo 1996 

Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal 

PRIMER EXAMEN PARCIAL 
PARTE I 


Marque con una x la linica alternativa correcta 
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Examenes 


1. La region marcada es el conjunto de soluciones factibles de un 
programa lineal cuya funcion a maximizar es: 

Z = —3x + 4 y. 

Entonces: 


1. El maximo de Z es 6 

2. Z no alcanza el maximo 

3. El maximo de Z es 10 

4. El maximo de Z es 8 



2. El sistema Ax = b (con b cliferente de cero y A una matriz 
n x ri), tiene solution linica. Entonces necesariamente se tiene: 

1. be s solucion del sistema 

2. A es no invertible 

3. La matriz aumentada del sistema es invertible 

4. El determinate de A es diferente de cero. 

3. Sea a G M y el sistema: 

x — ay = 1 

2x + y = 3 

Entonces: 

1. Para cualquier valor de a, el sistema no tiene solucion. 

2. Para cualquier valor de a, el sistema tiene solucion linica. 

3. Si, a ^ ^r, el sistema tiene solucion linica. 

4. Si a = , el sistema tiene solucion linica. 

4. Sea A una matriz n x n tal que A 3 = A. Entonces necesaria¬ 
mente se tiene que: 

1. Hay sufiente information para determinar el valor A. 

2. El linico valor para det(ti) es 1. 

3. El linico valor para det(ti) es 0. 

4. El det(ti) solo puede ser 0, 1 6 -1. 

5. Ninguna de las anteriores. 
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5. Las rectas L \, L 2 y L3 corresponden a un sistema no ho- 
mogeneo de ecuaciones 3x2. 



Si Li y L 2 tienen igual pendiente, entonces: 

1. La solucion del sistema es unica. 

2. El grafico no provee suficiente information para concluir 
acerca de la solucion del sistema. 

3. El sistema no tiene solucion. 

4. Hay infinitas soluciones. 

5. Ninguna de las anteriores 

( l 1 0 \ 

6. Sea H = 0 0 b yHla matriz escalonada reducida 

y 0 a a + b ) 
equivalente a A. Entonces 

1. Si b ± 0 , B = h 

/l 0 0\ 

2. Si a = 0, B = 0 0 1 

\ 0 0 0 / 

/ 1 0 a \ 

3. Si a ^ 0 ,B = 0 1 b 

\ 0 0 0 / 

4. Si ab = 0, B tiene al menos una fila de ceros. 

7. Si A £ M(n, M) y tanto A como A 4 son matrices triangulares 
superiores, entonces se cumple que: 


1. A es invertible 

2. A es la matriz identidad 
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3. A es simetrica 

4. A es definida positiva 


Examenes 


PARTE II 

Los siguientes ejercicios son de solucion rapida y cor- 
ta, por lo que solo nos interesa su respuesta (no los 
calculos), la cual debe anotar en el espacio correspon- 
diente. 

8 . Sea A una matriz de 3 x 3. En cada caso marque: 

• Con una [S] si A es invertible. 

• Con un [N] si A no es invertible. 

• Con una [Q] si no es posible concluir que A sea o no in¬ 
vertible. 

1 . [ ] A es equivalente a una matriz escalonada reduci- 

da. 

2. [ ] det(A) = -3 

3. [ ] A* A = J 3 

1 2 0 \ 

0 1 3 j Con E-j, E 2 , E 3 matri- 

0 0 1 / 

ces elementales. 

5. [ ] det(A) = 0 

/ 1 2 1 

6 . [ ] A = I 0 11 

\ -1 2 1 

9. Sea A € M(n, JR) con n > 1 ,A invertible. Calcule: 

1. \ AtA ^ ^ = donde |A| = det(A) 

2. det(det(A)/„) = con det(A) = 3 

10 . Sea A = (Ai, A 2 , A 3 , A 4 ) una matriz de 4 x 4 donde Ai, A 2 , 
A 3 , A 4 son las columnas de A y det A = 4 Calcule: 


4. 


Ed E 2 E 3 A — 


1. det(A 2 ,Ai,A 4 ,A 3 )— 

2. det(3Ai, 2A 2 + A 3 , A 3 , A 4 ) 
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3. det(3Ai, A 2 ,2A 2 + A 3 ,At)— 

4. Si b = Ai + 2 A 2 + A 4 La solucion del sistema Ax = b es 
x = 

PARTE III 


Resuelva en su cuaderno los siguientes ejercicios: 


11 . Para enviar un mensaje codificado de 4 letras, se remplaza 
cada letra por el niimero de su posicion en el alfabeto, y cada 
numero es colocado en una matriz M. Por ejemplo la palabra 
CABO viene dada por la matriz: 

M = ^ ^ 16 ) ' Para evitar la deteccion del mensaje se 

envia codificado en la forma AIC, donde 


C = 



-1 

1 


Si una persona recibe la matriz 
es el mensaje. 


32 8 \ 

25 -11 )' 


Diga cual 


A 

B 

C 

D 

E 

F 

G 

H 

I 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

J 

K 

L 

M 

N 


0 

P 

Q 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

R 

S 

T 

U 

V 

W 

X 

Y 

Z 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 


12 . Resuelva el problema de programacion lineal siguiente: 
Minimizar z = x 1 + X 2 + 4^3 + 7x4. 

Sujeto a las restricciones: 

Xi + X 2 + 5x3 + 2 x 4 = 8 

2x\ T X 2 8 x 3 = 14 

Xj > 0 * = 1,2,3,4. 

/ 1 2 \ 

13. Si A = ( 1 1. Encuentre el conjunto solucion de 

la ecuacion Ax = x con x G 1R 2 . 
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A. 1.2 II ciclo lectivo de 1996 

Universidad de Costa Rica II Ciclo 1996 

Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal 


PRIMER EXAMEN PARCIAL 

PARTE I 


Responda las preguntas en el espacio correspondiente. A1 fi¬ 
nal de cada una hay un espacio para que, tan breve como le sea 
posible, ponga los argumentos que justifican su respuesta. 

2 1 \ 

2a, det(AB) = 4. 

0 1 ) 

det(A) = _ det(A _1 ) = _ 

det(3A ) _1 = _ Rng(A) = _ 

Justificacion 


1. Sea A una matriz de 3 x 3, B = | 0 

n 0 

Entonces 


2 . Sea A = ( ] ? 

y 4 2 

tales que E 2 EiA 


. Si Ei, E 2 , £ 3 , E 4 son matrices elementales 
I y -E 3 E 4 = A. Entonces 


Ei = 


E 2 — 


E 3 = 


Ei = 


Justificacion 
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3. Sea A una matriz de 3 x 3, escalonada, de rango 2. 


( 0 

1. El sistema Ax = 0 

V 1 


tiene (solution: unica, ninguna, 


infinitas) _ 

2. El sistema Ax = 0 tiene (solution: unica, ninguna, infini¬ 
tas) _ 

Justification 


4. Sea A una matriz de 3 x 3, cuyas columnas: Ai, A 2 , A 3 son 

linealmente independientes y verifican : 


?>A\ — 2 A 2 + A^ 


1 

0 

0 


Entonces 

1. El conjunto solution del sistema Ax 



es S = 


2 . La primera columna de A 1 es C\ = 

Justificacion 


5. La funcion objetivo del programa lineal: 

Min z = Xi+ 2x 3 — 4 
Sujeto a las restricciones: 

—X\ + X2 + x 3 = l, 2 x\+Xa = 2 1 Xi > 0 ; 

alcanza su valor minimo en x = ( , , , ) el cual es 

2 =_ 

Justificacion 
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PARTE II: Desarrollo 

6. Sea P £ M(n,lR), P es una matriz ortogonal si PP 4 = I n . 
Demuestre que si x € lR n , x ^ 0 

2 , 

P = In - —XX 1 

x l x 

es una matriz simetrica y ortogonal.(Justifique en detalle cada 
paso) 

12 1 0 \ 

7. Sea A = 1 2 0 

\ 0 0 3 J 

1. Encuentre los valores de A que satisfacen la ecuacion: 

det(AJ — A) = 0 

2. Escriba el sistema Ax = 3a: como un sistema homogeneo. 
Sin hacer calculos diga cuantas soluciones tiene este sis¬ 
tema y de los argumento que justifican su afirmacion. 

3. Encuentre el conjunto solution del sistema anterior. 

8 . Plantee y resuelva (Por cualquier metodo) el siguiente proble- 
ma. 

Una compaia distribuidora vende automoviles y camiones,por 
los que obtiene 10 wm(Unidad monetaria equivalente a 50000 
colones) y 20 um en cada camion. 

El fabricante puede proveer un maximo de 30 automoviles y 26 
camiones por semana. 

Tanto automoviles como camiones requieren de un tiempo de 
preparation en el taller, para revision e instalacion de ciertos 
componentes. Cada automovil requiere, en promedio, de 2 ho- 
ras de taller y cada camion 3 hrs. El distribuidor dispone de 96 
hrs de tiempo taller. 

^Cuantos automoviles y cuantos camiones debe ordenar sem- 
analmente el distribuidor para maximizar su ganancia.? (no 
deben sobrar). 
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A.1.3 I ciclo lectivo 1997 

Universidad de Costa Rica I Ciclo 1997 

Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal 

PRIMER EXAMEN PARCIAL 


1. Considere el programa lineal max 2 = 3aq + 2x2 + 20 sujeto a 

6xi + 4x2 < 120 
3^1 + 10a;2 < 180 
X\,X2 > 0 

a) (10 pts.) Grafique la region de soluciones factibles. 

b) (5 pts.) Calcule el valor maximo de la funcion objetivo z. 

c) (10 pts.) De tres puntos donde la funcion z alcanza su valor 
maximo. 

2. a) (5 pts.) Exprese 

/ 1 1 a \ 

(x,y,z) 1 1 P = (0,0,0) 

\ a P 1 / 

como un sistema de ecuaciones lineales en las incognitas x, y, 
z. 

b) (10 pts.) Encuentre la relacion entre a y /3 para que el 
sistema tenga solucion unica. Obtenga dicha solucion. 

c) (10 pts.) Si a = P, encuente el rango de la matriz asociada. 

/ ! 2 -1 \ 

3. (15 pts.) Sea A = I 0 —12 . Exprese A como el 

V.- 1 7 3 3 / 

producto de una matriz invertible y una matriz triangular. 

4. Definicion: Se dice que una matriz X es antisimetrica si 
X* = —X. Sea A una matriz n x n: 
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a) (5 pts.) Deduzca que S = A + A 1 es simetrica y que 
R= A-A 1 es antisimetrica. 

b) (5 pts.) Compruebe que A = y exprese X = 
como la suma cle una matriz simetrica y una antisimetrica. 



5. 


Sean Ay B matrices cuadradas de n x n y det(i?) = 4. 
a) (10 pts.) Si det(AB) = 8. Calcule det(A _1 ) y det(C~ 1 ACB) 


donde C es una matriz invertible. 

b) (5 pts.) Si S t = —S y n es impar. Pruebe que S no es 
invertible. 

c) (10 pts.) Si Q es una matriz ortogonal, {Q~ l = Q*), deduzca 
que det(Q) = ±1 y calcule det ["(5 BQ 2 ) 


A.1.4 II ciclo lectivo de 1997 

Universidad de Costa Rica II ciclo 1997 

Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal 


Examen Parcial I 


INSTRUCCIONES: Justifique cada una de sus respuestas 


4 -1 J 

a) Sea u = (4, —6,8) 4 iSe puede expresar el vector u como 
combinacion lineal de los vetores columna? . 

b) Pruebe que el vector (5, 8, — 1)* no se puede expresar como 
combinacion lineal de los vectores (2, —3,4)* y (4, — 6, 8)‘. 

c) ^Es el conjunto de vectores {(2, —3,4), (4, —6,8), ( 5 ,8 , — 1)} 
linealmente independiente?. 

d) ^Para cual o cuales valores de a, el vector v = (1, a , 2a — l) 4 
es combinacion lineal de esos vectores columna de A? 


1. (16 Pts) Considere la matriz A = 



A.l Examenes Parciales I 


381 


2. (18 Pts) Analice para cuales valores cle a y /3, el sistema: 

J 4x i — 6x2 + 2x3 = ot 
\ —6xi + 9 x 2 + fix 3 = 1 

(a) No tiene solucion. 

(b) Tiene infinitas soluciones. 

(c) Tiene solucion unica. 

3. (16 Pts) Suponga que B es la matriz 4x3 cuyas columnas son 
6i, 62, 63. Sea A la matriz 4 x 4 de columnas 61,62,63, b\ + 6 2 . 

(a) Suponiendo p{B) = 3 (rango de B), obtenga el conjunto 
solucion del sistema 

Ax = 0 con x € 1R 4 . 

(b) Determine la nulidad de A. 


4. (16 Pts) Maximice 2 = 4xi + 2 x ’2 + 5 x 3 sujeto a las restricciones 


xi + 2x 2 + 3x 3 
xi + x 2 + 2x 3 

Xi 


< 6 
< 4 
> 0 Vi 


y dar los valores de Xi,X2,X3 que maximizan a z. 

5. (18 Pts) Si B = P~ 1 AP con A, B, P £ M(n, 1R ) y P invertible 

(a) Muestre que det B = det A 

(b) Muestre que det (A I — B) = det (A I — A) con A € IR 

(c) Si A es invertible y si A -1 = A 4 demuestre que det (2A) = 
2 n o det(2A) = —2 n . 


6. (16 Pts) Si A = 


l 0 
0 1 


1 -2 

0 1 


0 1 
1 0 


(a) Exprese A 1 como producto de tres matrices elementales. 

(b) Exprese A f como producto de tres matrices elementales. 
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A.2 Examenes Parciales II 

A.2.1 I ciclo lectivo de 1996 

Universidad de Costa Rica I Ciclo 1996 

Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal 

EXAMEN PARCIAL II 
PARTE I (7 puntos) 

Marque con una x la linica alternativa correcta 

1. Considere las siguientes tres rectas en IR 3 : 

Li\ (x,y,z) = ( 1 , 0 , 1 ) +t(a, b, c) 

x — a y — b z — c 

_Zv o \ - = - — - 

2-12 

L 3 : definida por la interseccion de los pianos: 

ax + by + cz = 6 , 2 x — y + 2 z = 0 
Entonces independientemente de ( a,b,c ) se tiene que: 

1. L 2 es paralela a L 3 

2 . L 1 y L 2 se intersecan en (a,b,c) 

3. L 3 es perpendicular a L\ y L 2 

4. L\ esta contenida en L 3 

2 . Si S es un piano en IR 3 que contiene los puntos (0, 0, 0) (2,0,0) 
y (0, 0,1) entonces S es: 

1. El piano z = 0 

2. El piano y = 0 

3. El piano x = 0 

4. el piano x — z = 0 

3. La dimension del subespacio generado por los vectores 
(1,1,0,0) ,(2,2,0,0) ,(0,1,0,0) ,(2,0,0,3) 

( 1 ,- 2 , 0 , 8 ) ,( 0 , 0 , 0 , 0 ) es: 
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a) 2 

b) 3 

c) 4 

d) 6 

4. La recta {(0, t, t)\t € 1R}: 

1. Esta en el piano 6 x + Ay — 5z = 0. 

2. Es paralela al piano 6 x + Ay — 5z = 0. 

3. Es paralela al piano 5x — 3y + 3z = 1. 

4. Es perpendicular al piano 5x — 3y + 3z = 1. 

5. Sean x,y £ IR n , ||x|| = ||y||, entonces (x + 2 y) ■ (x — 2 y) es 
igual a: 

1. 0 

2. 5\\x\\ 2 -4\\x\\\\y\\ 

3. -3|N| 2 

4. 311.r11 

6 . Sean el subespacio vectorial 

U = {(x, y , z, w) \2x — y = z + w = 0} 

y los vectores u = (1,2, —1, —1) , v = (0, 0,0,2) 

Entonces: 

1 . u, £ U y v 

2. u ^ U y v € U 

3. («-»)£[/ 

4. (u + v) £ U 

7. Sean los vectores Mi = (1,—1,0), «2 = (2, a —3,1 —a) y 113 = 
(1,1, a — 1). Entonces 

1. Para cualquier valor de a los vectores son l.i. 

2. Los vectores son l.d. unicamente para a = —1 

3. Los vectores son l.d. para cualquier a distinto de 1 y —1 

4. Los vectores son l.d. para a = 1 o a = — 1 
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SEGUNDA PARTE (10 puntos) 

Los siguientes ejercicios son de solution rapida y cor- 
ta, por lo que solo nos interesa su respuesta (no los 
calculos), la cual debe anotar en el espacio correspon- 
diente. 


8. Sea {vi,V 2 ,Vs} un conjunto ortonormal de vectores de IR 11 

1. ||ui - 2 v 2 - W 3 II 2 = 

2. (^ - i> 2 ) • ( v 2 + v 3 ) = 

9. Sea B = {(1, —1,2) , (1,1, —1) , (0,1,1)} una base de JR :i 

1. Si las coordenadas de V en la base B son [u]s = (—1, 2, l) 4 
entonces v= 

2. Si u = (1, —3, 6) entonces [ v]b = 

10. Considere el paralelogramo de vertices A, B , C, D 

con A = (—1,2,3) , B = (0,1,5) , C = (7,—3, 8). Entonces 
D= 


D C 



11. Sean u, v € M n , u ^ 0, w^O. Entonces el coseno del angulo 
entre : 

u y v — Proy u (r!) es 
y entre u y Proy u (u) es 

12. El rendimiento (y) de la alfalfa (toneladas por acre) depende 
linealmente de la cantidad (x) de agua aplicada (pulgadas por 
acre) de acuerdo con la relation: 

y = 4 + kx, que se puede expresar como z = kx con z = y — 4. 
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Estimar el valor de k mediante regresion lineal, asumiendo que 
se hicieron 8 mediciones y que los datos expresados en los vec- 
tores x, y , 1 ( 1 es el vector con sus 8 entradas iguales a 1) 
verifican: 


x -1 = 210 x ■ x = 7308 x ■ y = 1590.48 

Indication z = (y — 41) 


III PARTE (18 puntos) 

Resuelva en su cuaderno los siguientes ejercicios: 

13. Sea W = C£{(2, 1,0), (1,1,1)} 

1. Obtenga una base de W 1 - 

2. Sea v = (3, —7,5). Encuentre a € W y b € W 1 - tales que 
v = a + b. 

14. 

a) Demuestre que : ||A + B\\ 2 + ||A — B\\ 2 = 2(||A|| 2 + ||-B|| 2 ) 

b) Use (a) para calcular la mediana relativa al mayor lado del 
triangulo de lados 6, 7, 8 cm. 



15. Sea S = {(a?, y , z)\2x + 3y — z = 0} y L = C£{(1, 1,1)} 

1. Demuestre que S es un subespacio de 1R 3 y encuentre una 
base. 

2. Calcule la distancia de un punto arbitrario de la recta L 
al piano S 

3. Determine todos los puntos de la recta L que estan a una 
distancia del piano S igual a \/l4. 
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A.2.2 II ciclo lectivo de 1996 


Universidad de Costa Rica II Ciclo 1996 

Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal 


SEGUNDO EXAMEN PARCIAL 


1. 1. Sean u, v € M n tales que ||u|| = ||u|| Demuestre que u — v 

y n + v son perpendiculares. (7 pts) 

2. Demuestre que todo triangulo inscrito en un semicirculo 
es rectangulo. (8 pts) 



2. Sea {vi,V 2 ,V 3 } un conjunto linealmente independiente de 

vectores de 1R 3 . (15 pts) 

1. Demuestre que B = {v\,v\ + V 2 ,V 2 — U3} es una base de 
M ' 3 

2. Calcule las coordenadas de v en la base B para v = v\ + 
v 2 + v 3 

3. Sea II el piano con ecuacion x — 2y — z = 3 (15 pts) 

1. Decida si la recta L de ecuacion: ( x , y, z ) = t( 0, —1, 2), t G 
IR es paralela al piano II 

2. Obtenga la ecuacion de un piano que contenga a la recta 
L y sea perpendicular con II. 

4. Sea la recta L definida por las siguientes ecuaciones parametricas: 
(15 pts) 
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( x = 3+2 t 
< y — 4 + t t e JR 

{ z = 5-6 t 

Encontrar el punto Q € L que este mas proximo del punto 
R=( 4,1,7) 

5. Sea W = {(a;, y, z)\2x — z = 0, y — 2x = 0} (15 pts) 

1. Demuestre que W es un subespacio de IR 2 3 . 

2. Encuentre una base para el subespacio ortogonal W 3 - 

3. Trace un grafico con W y W 3 -. 

4. Encuentre u G W, v G W 3 - tal que 

u + v = (1,5, 0) 

6. Sean aq = (1,0,1,2,1), x^ = (0, 1, 1,1, 2) vectores de IR 5 . 

(15 pts) 

y W = Ct{x i, X 2 } el subespacio generado por ellos. 

1. Encuentre una base B ortonormal para W 

2. Sea y = (4,5,6,5,4) vector de IR 4 . Calcule y = Proy w (y) 
la proyeccion de y sobre W. 

7. Utilizando los resultados del problema 6, resuelva el si- 

guiente problema de regresion lineal. (15 pts) 

Se ha observado que en una granja la produccion de huevos y 
esta relacionada con las cantidades de dos comidas fijas X\, x 2 
por y = ax 1 + bx 2 + e 

1. Estime los valores de a , b de acuerdo con los siguientes 
datos _ 


Xl 

1 

0 

1 

2 

1 

X 2 

0 

1 

1 

1 

2 

y 

4 

5 

6 

5 

4 


2. Calcule el valor de R indice de calidad de la regresion y 
comente. 

3. Estime la produccion de huevos para x± = x 2 = 2 

Nota: Ud puede resolver este problema sin utilizar 
los resultados del ejercicio 6, pero: Invertira mas 

tiempo y su puntaje maximo sera 7 pts 
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A.2.3 I ciclo lectivo de 1997 

Universidad de Costa Rica I Ciclo 1997 

Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal 


Examen Parcial II 


1. (15 Pts) Sean A = (1,1,0 ),B = (-3,2,1) y C = (3, -4,4) los 

tres vertices de un triangulo: 

a) Determine el vector DA que corresponde a la altura del 
triangulo sobre el lado BC. 

b) Calcule el area de este triangulo. 

£ M 2 x 2 1 c: S - 5 = 0 , c + d = o| 

a) Muestre que W es un subespacio vectorial de M 2x2 . 

b) Determine un conjunto generador de W. 

3. a) (8 Pts) Determine una base para el subespacio S de M 4 

generado por los vectores: 

(1,1,2,2), (3,3,3,3), (2,2,1,1) y (1,1,-1,-1). 

b) (12 Pts) Calcule la distancia de (1, 2, 0,1) al subespacio 

S. 

4. (20 Pts) Considere las rectas: 

L\ : {(2 — t, 3,1 + t)\t £ IR\ 

L 2 • {(5 + t, 5 + 2t,t)|t £ 1R} 

a) Determine el punto R donde L\ interseca a L 2 - 

b) De la ecuacion normal de un piano que contenga a L\ y a 

L 2 - 

c) Si P £ L\ y Q € L 2 , P ^ R ^ Q- Muestre que el triangulo 
de vertices P, Q y R es rectangulo. 


2. (15 Pts) Sea W = 


a b 
c d 
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5. (15 Pts.) Sea B = { 101 , 102 ,^ 3 , 104 } una base ortonormal cle 
1R 4 , considere los subespacios de 1R 4 : 

S = C£{wi, W2} y T = Ci{ws, 104} 

a) Demuestre que S y T son subespacios ortogonales. 

b) Si x = 2 w\ — W2 — 4i03 + 2 uq : 

i) Determine vectores Xi £ S y X2 G T, tales que 
X = X! + x 2 . 

ii) Calcule Proy T x. 

iii) Determine la distancia de x al subespacio S. 

6. (15 Pts) Sea B = {01,02,03,04} un conjunto ortogonal de vec¬ 
tores no nulos de 1R 5 y sea A la matriz 5x5 cuyas filas son: 


vi, o 2 , o 3 , 04, 01 + o 2 + o 3 . 


Si S = {x G 1R 5 /Ax = 0} y w £ S, entonces: 

a) ^Cual es la dimension de 5? 

b) De un conjunto generador de 

c) Determine una base ortonormal de S. 

d) Determine Proy >s (oi + to). 

e) De un vector ortogonal a w. 
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A.2.4 II ciclo lectivo de 1997 

Universidad de Costa Rica II Ciclo 1997 

Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal 


Examen Parcial II 


1. (35Pts) Sean P = (3,0,0) ,Q = (1,1,3) y R= (0, —2,1) 
puntos en 1R 3 . 

a) (5Pts) Determine el area del paralelogramo de lados no 
paralelos PQ y PR. 

b) (5Pts) Muestre que n = (1,—1,1) es ortogonal a PQ y 
PR. 

c) (7 Pts) Calcule el volumen del paralelepfpedo de lados 
n. PQ, PR. 

d) (6 Pts) Sea B = {PQ, PR] base del subespacio W delR 3 . 
Construya una base ortonormal para W. 

e) (6 Pts) Calcule la proyeccion del vector n+PQ + PR sobre 
el subespacio W: 

Proy w {n + PQ + PR) 

f) (6 Pts) Encuentre el subespacio W A 

2. (25Pts) Sean: 

W = {(#, y, z, w) G K 4 \x = y + z — w} 

U = {(a;, y, z, w) G 1R 4 \w = 0, z = 5y — 2xj 

a) (10 Pts) Demuestre que U es subespacio de ]R 4 y encuentre 
una base (demuestre que es base). 

b) (15 Pts) Encuentre bases y las dimensiones para W y W fl 
U. (No demuestre). 
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3 . (25pts) Considere las rectas: 


( x = 1 — t 

L\ ‘.= \ y = 2 + t , t <E IR 
I z = 2 — 3t 


L2 


x = 2 — s 

y = 1 — s , s € IR 
z = s 


a) (lOPts) Demuestre que L iy L 2 no se intersecan. 

b) (lOPts) Determine una ecuacion del piano it que contiene 
a Ii y es paralelo a L 2 . 

c) (5pts) Calcule la distancia entre Li y i 2 . 

4 . (15Pts) Sea el subespacio de M(2, iR) 


W = 


a b 
c —a 


,b,c £ IR 


a) (5Pts) Calcule una base y la dimension de W. 

/ 1 —2 \ 

b) (5Pts) Exprese la matriz f ^ 1 como una combi- 

nacion lineal de la base encontrada en a). 

c) (5Pts) El producto punto definido en M n (asf como la 
definicion de perpendiculariedad) se puede extender de 
manera natural al espacio de matrices como sigue: 


1 a 1 

a 2 \ 

.( bl 

b -2 \ 

V a 3 

a 4 J 

{ b 3 

bi ) 


aibi + a 2 & 2 + a 3 b 3 + 0464 


Si A = 
lar a A. 


1 -1 
4 -1 


encuentre una matriz B perpendicu- 
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A.3 Examenes Parciales III 


A.3.1 I ciclo lectivo de 1996 


Universidad de Costa Rica I Ciclo 1996 

Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal 


EXAMEN PARCIAL III 


Cada pregunta vale 20 puntos. 

1. Sea S el subespacio de M 4 definido por: 

5 = Ct{{ 1, 0, -1, 2), (1,1,1, 0), (2,0, -2,1)} 

1. Encuentre una base ortonormal para S 

2. Sea u = (0,3, 0,6). Calcule la proyeccion ortogonal de u 
sobre S. 

3. Encuentre vectores s € S, t € S'- 1 (subespacio ortogonal) 
de modo que se verifique: u = s + t. 

4. Calcule la distancia del punto u a S. 

2. Sea T : 1R 3 —> 1R 3 , 

T(x, y, z) = (5x + 4y + z, 4x + 8y — 4 z, x — 4y + 5 z) 

1. Encuentre una base para el subespacio Img (T). 

2. Determine la nulidad ry = dim Nuc (T) 

3. Diga si T es diagonalizable ortogonalmente. (Justifique). 

4. Diga sin hacer mas calculos si A = 0 es un valor propio de 
T. (Justifique). 

3. Sea T : 1R 2 —> 1R 3 una transformacion lineal, B = {viV 2 },£ = 
{wi,W 2 ,Ws} bases de IR 2 y 1R 3 respectivamente y 

/ 1 * \ 

[T]g = 2 y la matriz asociada a T en las bases B y £. 

V 3 Z ) 
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1. Si T(v 2 ) = w 1 + 2 u >2 + W 3 . Encuentre x, y, z. 

2. Si v = 2 vi—V 2 - Calcule [T(u)]f (Coordenadas de T(v) 
en la base £). 

3. Decida si T es inyectiva; sobreyectiva (Justifique) 

4. Sea T : 1R 3 —> IR 3 un operador definido por T(x) = Ax, x € 



1. Encuentre una base B de JR 3 , formada por vectores propios 
de T. Escriba la matriz [T]g (matriz de T en las bases 
B,B) 

2. Encuentre una matriz P tal que :P~ 1 AP = [T]g 

5. Considere la conica cuya ecuacion es : 6\/3a :y — 6a; 2 = 27 

1. Realice una rotacion de los ejes x,y de modo que en los 
nuevos ejes xf, yi la ecuacion de la conica este en su forma 
canonica. 

2. En un solo grafico represente los sistemas de ejes carte- 
sianos xy, x/yt y trace el grafico de la conica. 

3. Calcule el coseno del angulo de rotacion. 
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A.3.2 II ciclo lectivo de 1996 

Universidad de Costa Rica II Ciclo 1996 

Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal 


TERCER EXAMEN PARCIAL 


1. Sea T : 1R 3 —> 1R 4 lineal, representada en las bases 
B = {i’i,V 2 , U 3 } de JR 3 y C canonica de JR 4 por la matriz 

/ 1 1 1 

[T}% =-101 

V 2 2 2 

1. (4p) Encuentre T(v 2) y T(u) para u = v\ — 2v 2 + V3. 

2. (lOp) Encuentre un conjunto de generadores para cada 
subespacio: Img (T) , Nuc (T), e indique si T es: inyecti- 
va, sobreyectiva. 

3. ( 6 p) Si £ = {(1,2,1), (1,0,0), (2,2,2)} es otra base de 1R 3 

( 1 0 0 \ 
y [I}% =011 

V «> «) * / 

(I: identidad en 1R 3 ). Encuentre [/]® y [T}g. 

2. Sea Ta : JR 1 2 —^ IR 2 la transformacion lineal definida por 
Ta(x ) = Ax, A matriz de 2 x 2. Sean ademas las rectas en 
JR 2 : L\: y = —x, L 2 : y = 2x 

1. (7p) Si Ta es la reflexion respecto a la recta L\, encuentre 
la matriz A y Ta(x, y). 

2. ( 6 p) Encuentre en que se transforman L\, L 2 mediante 
Ta, esto es equivalente a calcular los dos subconjuntos si- 
guientes: 

Ta{L) = {T a (x, y)\(x, y) € L}, L = L x , L = L 2 

3. (7p) Haga un grafico con Li, L 2 , Img(T 4 ), Nuc (Ta), 
T(Li), y T(L 2 ). Seale con claridad en el grafico cada con- 

junto. 
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3. Considere las matrices: 

/ 1 1 2 \ / 1 2 2 \ 

A= 0 2 1 B= 021 

\ o o i y \ o o i / 

1. (8p) Demuestre que la matriz A no es diagonalizable 

2. (12p) Encuentre una matriz P invertible y una matriz D 
diagonal tal que P~ 1 BP = D. 

4. Sea A una matriz simetrica de 2 x 2 con valores propios Ai = 

4 A 2 = —2 y vectores propios correspondientes a cada valor 
propio: Vi = (1,1) , v 2 = (1, -1). 

1. (7p) Calcule A 

2. (6p)Sea la conica con ecuacion x t Ax = 1 con x l = (aq, x 2 ). 
Obtenga la ecuacion referida a un nuevo sistema de coorde- 
nadas xp, x 2 i en el cual la conica este en su forma canonica 
e identifiquela. 

3. (7p) Haga un dibujo de la conica, indicando, los ejes ori- 
ginales x\,x 2 y los nuevos xp^xp. 

/ 3 0 1 \ 

5. Sea B la base canonica de ]R 3 y [T]g = 0 4 0 

V 1 0 3 J 

1. (6p) Obtenga una base para cada subespacio propio de T 

2. (2p) Obtenga una base £ de 1R 3 tal que [T\g sea diagonal. 

3. (6p) Obtenga una matriz C ortogonal tal que. 

[T} B = C t [T} e C 

4. (6p) Escriba la ecuacion canonica de la superficie cuadratica. 

3xf + 4^2 + 3x^ + 2xix 3 = 8 


e identifiquela. 
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A.3.3 I ciclo lectivo de 1997 

Universidad de Costa Rica I Ciclo 1997 

Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal 


Examen Parcial III 


1) (20 Pts) Sean B = {v\,V 2 },B' 
que: 


wi = —u 2 


= {wi,W 2 } bases de IR 2 tales 


W2 = V\ + V2 


a) Sea / : 1R 2 —> 1R 2 la transformation identidad. 

Encuentre [I\ B . 

b) Sea T : IR 2 —> 1R 2 una transformacion lineal tal que 

Pis = ( 2 o ) ' Encuentre [T]® 

c) Calcule [T(2v\ — V 2 )\ B , (coordenadas de T( 2v\ — V 2 ) en la 
base B’) 

d) Suponga que B es la base canonica de IR 2 . Calcule las coorde¬ 
nadas en base B de los vectores T(u) y T(v), si [u] B = 




2) (20 pts.) Sean B\ y B 2 bases de IR 2 y IR? respectivamente. 
Sea T : IR 2 —> IR 3 una transformacion lineal tal que: 


ml: = 



/ —240 \ 

a) Encuentre [v\ B si [T(r;)] B = [ 23 J 

V 60 y 

b) Encuentre la dimension de Img ( T ) y Nuc (T). 

c) ^Es T inyectiva? ^Es T sobreyectiva? Justifique su respuesta. 

d) Sea S : IR 3 —> IR 2 una transformacion lineal tal que 

MS = ( J 1 )• Calcule [To S)^. 
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3) (15 pts)Sea T : IR 3 —> 1R 3 definida por T(v) = Av, donde: 

/ 0 1 -1 

A= -1 0 3 

\ 0 1 0 


a) Compruebe que T es invertible. Justifique su respuesta. 

b) Calcule [T -1 ^ ,donde C es la base canonica de 1R 3 . 

c) Sea B = {(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)} base de IR 3 . Calcule 

4) (15 pts) Sea A = \ ^ ^ —12 ) 

a) Calcule los valores propios de A y encuentre una base para 
cada subespacio propio. 

b) Considere la conica dada por la ecuacion X f AX = 13. En¬ 
cuentre los ejes principals, la ecuacion canonica y el coseno del 
angulo de rotacion. 

c) Identifique la curva y grafiquela. 


1 a 0 \ 

a 1 a , a S IR 

0 a 1 ) 

a) ^Es A ortogonalmente diagonalizable? Justifique su respues¬ 
ta. 

b) Compruebe que A = 1 es un valor propio de A y encuentre 
un vector propio asociado. 

c) Compruebe que (l, -\/2, l) y (1, — v/2,1) son vectores propios 
de A y calcule sus respectivos valores propios. 

d) iQue condition debe cumplir el parametro“a” para que 
X ( AX = 1 sea un elipsoide? Justifique su respuesta. 


5) (20 pts.) Sea A = 
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6 ) (10 ptos.) Se estima que para cierta planta vegetal su produc¬ 
tion anual P es directamente proporcional a su superficie foliar 
S. Un agronomo obtuvo la siguiente tabla para cuatro plantas: 


5=Superficie foliar (m 2 ) 

10 

12 

13 

15 

P=Produccion anual (kg) 

30 

35 

40 

44 


a) Estime la constante de proporcionalidad k para el modelo 
P = kS. 

b) ^Es esta una buena aproximacion? Justifique su respuesta. 

c) Si una de estas plantas produce 25 kg al ano, estime su 
superficie foliar. 


A.3.4 II ciclo lectivo de 1997 

Universidad de Costa Rica II Ciclo 1997 

Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal 


Examen Parcial III 


1. (20 pts.) Considere la siguiente tabla de valores de las variables 

x, y : 


X 

-2 

-1 

0 

1 

2 

y 

1 

0 

-2 

-1 

0 


Se desea estimar los parametros a o, «i y a 2 de la funcion 
cuadratica 

y = do + a\X + a^x 1 
que mejor ajusta los datos de la tabla. 

1. (7 pts.) Utilizando el modelo de regresion lineal multiple: 

y = xb + e 

Escriba y , x y b que corresponden a los datos de este 
problema. 
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2. (10 pts.) Calcule la estimation de los parametros ao, ai y 
ci 2 que produce el modelo en (1.1). Puede utilizar que 

/ 5 0 10 \ _1 . / 34 0 -10 

0 10 0 = — I 0 7 0 

\ 10 0 34 / 70 \ti0 0 5 



3. (3 pts.) ^Cual es el valor y estimado para x = —1? 

Nota Al resolver 1.2) y 1.3) deben anotar todas las opera- 
ciones necesarias para obtener los resultados. 


2 . (15 pts.) Sea 



una base ortonormal de 1R 2 y C = {ei,e 2 } la base canonica 
de IR 2 . Para los operadores T , I (Identidad) en 1R 2 se pide: 

1. (5 pts.) Calcule [i]g y [7]® . 

2. (5 pts.) Si T es la transformation lineal tal que 



Calcule [T\ c . 

Sugerencia: Calcule primero [T\ B 


3. 


(5 pts.) Demuestre que 



3 . (8 pts.) Sea T : JR 2 —> IR 3 definida por: 


T(x,y) = (x-y, y, -x + y) 


1. (4 pts.) Determine una base para Img (T) y sin hacer mas 
calculos determine el Nuc (T) 

2. (4 pts.) Si 



calcule [T]g donde C es la base canonica de IR 3 . 
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4. (25 pts) Sea B = {it, v, w} una base ortonormal de 1R 3 y 

considere la transformation 


T : 1R 3 -> 1R 3 , T(x) = Proy u a; 


1. 

2 . 

3. 

4. 

5. 


(6 pts) Determine Img (T) y Nuc (T). 

(4 pts) l,T es inyectiva? lT es sobreyectiva? Justifique. 

(8 pts) Justifique que 0 y 1 son valores propios de T y 
determine los espacios caracteristicos V\= 0 ) Va=i- 

(3 pts) ^Es T un operador diagonalizable? (Justifique). 

(3s\ (°\ 

(4 pts) Siw= 0 ,u= l yw; = 

) W ' 

( 1 2 \ 

Escriba el vector 1 como una suma de dos vectores 

w 



propios de T. 


Observacion: No puede usar 4.5) para responder 4.1), 
4.2), 4.3), 4.4). 


5. (18 pts) Sea 


A = 


1 0 0 \ 
10 1 
- 110 / 


1. (10 pts) Obtenga los valores propios de A y los respectivos 
espacios caracteristicos. 

2. (4 pts) lA es diagonalizable? lA es diagonalizable or- 

togonalmente? Justifique. 

3. (4 pts) Si B es una matriz 3 x 3 tal que su polinomio 
caracteristico es: 


P B (A) = (A - 1) (3 - A 2 ) . 


^Se puede garantizar que B es diagonalizable? 
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6 . (14 pts) 


1. (7 pts) Determine la ecuacion ax 2 + by 2 + cxy = d de la 
conica cuya forma canonica es: 

Ok ') 2 , (yf 1 

3 + 2 


donde 



1 2 



\/5 



2. (7 pts) Represente graficamente la curva en 6.1) mostrando 
claramente los ejes correspondientes a las variables x, y, x' 

y y ' ■ 
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Apendice B 


Respuestas a algunos 
ejercicios 


B.l Ejercicios 1.8 (pag. 36) 


m b) La solution del sistema es S' = 0. 

m En todos los casos S es el conjunto solution del sistema: 

1. S = {(2 + 3t,t,6)\tG M} 2.5 = 0 3. S = {(2,1, -7)}. 

4.5 = 0 5. S = {(—2 + t,l — 2t,t, 3) \t £ 1R} 

6. 5 = {(5,0,3,0)}. 

m En todos los casos S es el conjunto solution del sistema ho- 
mogeneo: 

1. S = {(3t,t,0)\t e 1R} 

2. S = {(2t,s,t)\t,s G 17?}. 

3. S' = {(£, 0,0)|i G 1R}. 

[8} a) o = 0 y 6 / 2, b) a / 0 y 6 ^ 2, c.i) a/0y& = 2 c.ii) 
a = 0 y b = 2. 

1121 a,b) 1) No, 2) Si, infinitas 3) Si, infinitas 
c) En todos los casos hay y es unica. 
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[231 a ) A 


( 

1 

0 

-2 



( X 



(°\ 


2 

-1 

0 

-3 

2 

1 

-2 

-2 

,1 = 

y 

z 


y b = 

4 

1 

V 

2 

3 

0 

1 ) 


\ w 

) 


l 1 ) 


b) y c) La solution del sistema es 


S = 




t (3, —5,6,9) 1 1 € 



Tomese Iq = (§> ~§> §> 0) y d = t (3, —5,6 ,9). 
[I4l a) La escritura matricial del sistema es: 


/ 0 1 0 2 

10-10 

\ 0 0 11 


( x\ 

y 


z 


w 



b) La solution del sistema es: 

S = {( 3 , 0 , 2 , 0 ) + t ( 1 , 2 , 1 , - 1 ) \t G M} 
Se puede tomar h = (3,0, 2, 0) y u = t ( 1 , 2, 1 , — 1 ) . 
1151 a = | y a = |. La solution del sistema es 

S = {(l + *’§- 2M ) |t€iR } 


fl6l a) Para cualesquiera a y (3 el sistema propuesto es equivalente 
a un sistema no homogeneo 3x3. 

El sistema propuesto es inconsistente para todo (3 £ IR y 
a = 0 . 

b) Sea a ^ 0, la solution del sistema es {(l, 0, —)} . 

II TL a) b=\ya&IRo bien, o=2y& / ^. 

b) s/ 2 y i. 

c) a = 2 y b = 

1191 a) La solution es x = p\ y = q\ z = 600 — p; w = —p — q\ 
m = 500 — q 

b) Si p = q = 0, entonces x = y = w = 0, z = 600, to = 500. 










B.2 Ejercicios\2.8\ (pag. |8-f[) 
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I20L a) La solucion del sistema es x = — z +1 + 100, y = —z + t — 
w + 300, s = t — w, donde z, t , w son variables libres. b) si 
z = 100, t = s = 50, la solucion particular es, x = 50, w = 
0 ,y = 250. 

1211 a ) h = —k 

b ) x = h + w = y, z = 600 — h — w. Note que x,y,z y w deben 
ser no negativos 

c) w = 400, h = 150 entonces x = y = 550 y z = 50. 

[221 h = h = h = 


B.2 Ejercicios 2.8 (pag. 84) 



m x = -2 ±^2. 


m Si la matriz diagonal D multiplica por la izquierda (derecha) 
a A, cada entrada da de D multiplica la i-esima fila (columna) 
de A. 


HU b) A + A 2 = 


2 , 

c = 

iy 

d = 

/ 1 

2 

l 

2 \ 

1 

2 

l 

2 

2 

2 

0 

2 

V 2 

2 

l 

1 / 


dij : numero de maneras de comunicarse de * a j usando a lo 
mas un intermediario. 
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[T4l A- 1 = 


E3 B es triangular superior con todos los elementos de la diago¬ 
nal iguales a 1. 


[20 \ B = (A~ X D - Cy = 


3 0 1/3 

-1 —4 —4 


C = 


f 1 

0 

0 \ 


( 1 

2 

1 \ 


1 

2 

0 

II 

O 

0 

1 

1 

V -15 

5 

2 ) 


V 0 

0 

1 / 



a) B = 


C = E(-lf 3 )E(-f 2 + f 3 )E{\f 2 )E{-h + h) 

1 0 0 f 

b) B = ( 0 1 0 | 

0 0 1-1 

C' = E(-lf 3 + h)E{-§/ 3 + h)E{f 2 + h)C 

1 ° 4 

a) A es equivalente a E = | 0 1 If 

0 0 0 


b)E=E{\f 2 )E{f 2 + f 3 )E{-Sf 1 + f 3 )E{-2f 1 + f 2 )E{\f 1 )A 


( 1 ° 
m a) 12 

V "I 5 

b) (2,1,-1) 



H3 a) Xi pertenece al conjunto de combinaciones lineales de las 
columnas de A y tambien x 2 para todo a, b. 

b) X\ si y x 2 no. 

c) c + a — 2b = 0. 


B.3 Ejercicios \3.5\ (pag \l05\ 
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a) (3 + o) 


-1 

—2 


Va £ 1R 


c) Los rangos son 1 y 2, respectivamente. 

5 

0 



,C,= 



y C 2 = 



^ 0 (en este caso la solucion es unica). 


1501 a)=>b): Ax = 0 ==t- A 1 (Ha;) = A 1 0 = 0 => (A : H) x = 
0 => I n x = x = 0 

b)=>a): Hay varias formas de probar esto; una de ellas es: 
si la solucion de Ax = 0 es {0} entonces las columnas de A 
son l.i. Luego el rango de A es n por lo que A es invertible. 


B.3 

[D a) C 


b) C 


Ejercicios 3.5 (pag.105) 


/1 

2 

1 

\ 

0 

-3 

-3 

, W 

l 0 

0 

1 

/ 


0 

2 


0 

-2 

-1 

-1 

0 

0 

-7 

—2 

V 0 

0 

0 

¥ ) 


\A\ = 20. 


m \A\ = 15 , \B\ = 36. 

BJ \A\ = 48. 

m (i) \A\ = 2, (ii)|H| = 2 . 

|9l Todo x € 1R , x ^ 

US 4, 9, -1. 
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m Linealmente independiente, piles |A| 7 ^ 0. 

m 


Mat 

Val.Propios 

Vectores Propios 

A 

1,-1 

{(- 1 , 1 )},{( 1 , 1 )} 

B 

no tiene 


C 

-3, -4 

{(1,1)},{(-5,2)} 

D 

-3 ,- 2 , 1 

{( 2 , 1 , 1 )}, {( 1 , 2 , 1 )}, { (- 2 , 1 , 0 )} 

E 

1 

{( 0 , 0 , 1 ), ( 1 , 0 , 0 ),( 0 , 0 , 0 )} 


B.4 Ejercicios 4.4 (pag. 140) 


m i. Por el “metodo grafico” se observa que el maximo de la 
funcion objetivo se alcanza en el vertice (5,10) y z( 5,10) = 5. 

2. La solucion es la misma porque la region de soluciones 
factibles no cambia al quitar la restriccion xi — X 2 < 3. 

3. Si se quit a la restriccion X 2 < 10 entonces la region de 
soluciones factibles es no limitada y la funcion objetivo es no 
acotada. Por ejemplo, para a>0yi = max {a, 3 + f } , los 
puntos (x, 3x — a) estan en la region factible y z(x, 3x — a) = 
a, de donde z —> +oo cuando a —> +oo. 

m X\ = 50, X 2 = 75. El valor optimo de la funcion objetivo es 
300. 

m i. El programa lineal canonico equivalente es: min z = — 0:3 + 
5 x 4 + 8 sujeto a 

J Xi + 3x3 — 2x4 = 6 

\ x 2 + 2x 3 + 4x4 = 2 

con X 3 , X 4 > 0 . 

2. X 3 = 1, Xi = 3, X 4 = X 2 = 0 , z (3,0,1,0) = 7. 

m El programa lineal propuesto es equivalente ( haciendo ope- 
raciones elementales ) al programa lineal canonico: 
min z = x 3 + 4 x ’4 + 4xs — 2 sujeto a 

J Xi + X3 + 6x4 + 3x5 = 2 

\ X’2 + 3x’3 + 21X4 + IOX5 = 8 

con Xi > 0 para i = 1,..., 5. La solucion optima es Xi = 2, 
X 2 = 8 , X 3 = X 4 = X 5 = 0 , z ( 2 , 8 , 0 , 0 , 0 ) = — 2 . 












B.5 Ejercicios \5.5\ (Pag. \177\ 


409 


m La solucion optima es x\ = 0, X 2 = 25, X 3 = 11.67 y 
^(0,25,11.67) = 56.67. 

m Sea x (respectivamente y) la cantidad de cafe que compra la 
companfa al distribuidor A (respectivamente B), en toneladas. 
El modelo de programacion lineal cuya solucion provee la can¬ 
tidad de cafe que compra la companfa a cada distribuidor, al 
costo mfnimo, es: min c = 125a: + 200 y sujeto a 

f 0 . 2 a;+ 0.4 y > 280 

{ 0.5x + 0.2y > 200 

con x, y > 0 . 

Solucion optima: x = 150, y = 625. El costo mfnimo corres- 
pondiente es c (150,625) = 143.750 dolares. 

US Debe plantar x = 45 acres del cultivo A y y = 50 acres 
del cultivo B. El ingreso maximo correspondiente es 12.450 
dolares. 

\m Deben fabricarse diariamente x = 8 unidades del producto A 
y y = 2 del producto B. La ganancia maxima es 260 dolares. 

fl2l 1 . El modelo es: max V = 0.15a; + 0.26 y sujeto a: 

! 0 . 1 a;+ 0 . 2 y <100 

x + y < 700 

x < 500 

y < 400 

con x > 0 , y > 0 . 

3. Debe vender x = 400 bolsas de manf y y = 300 bolsas de 
dulces para una venta maxima de 138 dolares. 


B.5 Ejercicios 5.5 (Pag. 177) 


m El cuadrilatero de vertices A, B,C y D , como se muestra en 

el dibujo, es un paralelogramo entonces AB = DC (por el 
ejemplo 5.31, luego B — A = C — D y A — B + C — D = 0. Por 
otra parte, si A — B + C — D = 0 entonces C — D = B — A y 


C — B = D — A por lo cual DC = AB y BC = AD, o sea, los 
lados opuestos del cuadrilatero son paralelos y es por tanto 
un paralelogramo. 
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[H a) Si A = (ai, 02 ) entonces B = (ai + 2 ,02 — 3), por ejemplo: 
A= (0,2), B = ( 2 , -1 ),C= ( 2 , 0 ) y D = (4, -3). 

b) Si A = (ai, 02 ) entonces B = (di — 1 ,02 —1/2), por ejemplo 
A= (1,1), B = ( 0 , 1 / 2 )). 

c) Los vertices A,B,C,D deben cumplir, por ejemplo, que 

AB = u,BC = it, DC = u y AD = v. Si A = ( 01 , 02 ) 
entonces B = {a\ + 2, a 2 — 3),C = (ai — 2,a 2 — 1) y D = 
(ai — 4 ,02 + 2 ). 


13 a) 


b) M = (-1/2,3). 

c) Si, porque los lados AC y 

BC tienen la misma magni- 
tud 82/4. 

d) Si, porque el triangulo 
A,B,C es isosceles. 


13 Observe que la"diagonal AC = AB + BC = AD + DC , y di- 
viendo entre 2 que: ACj 2 = AB /2 + BC /2 = AD /2 + DC /2, 



luego M\B + BM 2 = M 4 D + DM 3 y M 1 M 2 = M 4 M 3 , en¬ 
tonces el cuadrilatero de vertices Mi, M 2 , M 3 , M 4 es un par- 
alelogramo. 


m 1) (-3/5,4/5), 


5) 


1 qi -3 


■ ■ -,x n ). 


US 1) 3) 5) ScWvTOra- 

H 2 l •u y v no nulos, son l.d. -<=>existe a G 1 R tal que u = an 
y n son paralelos. 

I14L 1. a) No es rectangulo, b) Area: 10. 

2 . a) Si es rectangulo, b) Area: 9^/2. 

3. a) No es rectangulo, b) Area: V34/2. 

4. a) Es rectangulo solo si \u-v\ = 1, b) Area: yfi - {u-v) 2 . 
2 


US 


ct+ ab 


= (d + ab) ■ (d + ab) = a - ct+ 2 aa -b + a 2 b-b como 


ay b son perpendiculares entonces a ■ b = 0 y se obtiene que: 














B.6 Ejercicios \6.5\ (Pag. \204ty 
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+ ab 

toda a £ IR entonces 
el resultado. 


. Luego, como a 2 


> 0 , para 


ab 


> IIall de donde se deduce 


m Las diagonales, a + b y a — b, de un paralelogramo son or- 

togonales <t=>(a + b) ■ (a — b) = 0 ■ a + b ■ b = 0 

2 -,2 

•$=>||a|| — b =0 -n=^ 1 os lad os del paralelogramo tienen 
la misma magnitud, o sea, es un rombo. 

La demostracion del otro resultado es similar. 

m 1)3= ^(2,3), 6=(-f,f§). 

3) 3= j(—1,2,3,4), b= (4/3,-11/3,2,2/3). 

5 ) a = ( 0 , • ■ ■, 0 , x i} 0 , • ■ ■, 0 ), b = (xi, ■ ■ ■, x t - 1 , 0 , x i+1 , • • •, x n ). 

Por hipotesis a ■ v t = 0 para toda i = 1,..., k, entonces: 
a ■ v = a ■ {x\Vi + X2V2 + • • • + Xk'Vk) 

= X\a ■ vi + X2a ■ V2 + ■ ■ ■ + x k a ■ v k 
= x ±0 + X2O + • • • + x k 0 
= 0 


B.6 Ejercicios 6.5 (Pag. 204) 


x = —3 1 — 1 
□ i) a) { y = -3 1 

z = lit + 6 

x = —21 + 2 
ii) a) { y = 3 

z = 3t + 4 


u\ x-\-l _ y_ _ z-6 
u / -3 -3 


11 


b) ^ = ^,y = 3. 


13 a) (x, y, z) = (2,3, -5) + t( 2,1, -3). b) (x, y, z) = t{ 0,1,0). 
c) (x, y, z ) = (-1,3,1) + t( 0 , 0 ,1). 


[5j a)2a : — y — z = 1, b) 7x + 6y + 8z = —4, c)7>x + by + 2z — —13. 


(28/3,11/3,-58/3). 

m a) Como X = (x, y) y P = (pi,P 2 ) son puntos de la recta, 
el vector PX tiene la direccion de la recta y es por lo tanto 
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perpendicular a a. Luego 0 = PX ■ a = X ■ a — P • a entonces 
ax + by = api + bp 2 para todo (x. y) en la recta. 

b) ax + by = c = axp + byp si y solo si a(x — Xo) + b(y — yo) = 0 
si y solo si (a, b ) _L (x-x 0 ,y-y 0 ) si y solo si (x-x 0 ,y-y 0 ) = 
t{v\. V' 2 ) para un vector (iq, V 2 ) perpendicular a (a, b) si y solo 
si (x,y) = (xo,yo) + t(v i,v 2 ) si y solo si (x,y) es un punto 
de una recta que contiene a ( Xo,yo ) en la direccion (vi,i> 2 ) 
perpendicular a ( a,b ). 

c) Dos rectas —mix + y = b\ y —m 2 x + y = b 2 en M 2 son 
perpendiculares si y solo si sus vectores normales son perpen- 
diculares, esto es si (—TOi,l) _L (—TO2,1) lo cual ocurre si y 
solo si mi m 2 + 1=0. 


[131 al d = 


Proy S PQ 


| PQ■a | 

11 a 2 


I s|| = HQ-r)-°l 

ft 


b) De a) si Q = ( xo,yo ), P = (pi,P 2 ) y a = (a,6) entonces: 
J _ I((^Oi 2/o) - ( P 1 ,P 2 )) • (a, 6)1 _ I ax 0 + by 0 - ap x - bp 2 \ , r 

ll(M)ll “ y 

como (pi, P 2 ) es un punto de la recta se tiene que ap\ + bp 2 + 

c = 0, o sea, c = — ap± — bp 2 , entonces d = l ax o+Jg/o_+ c l 

\/a 2 + b 2 


c) Aplicando el resultado en b) con la ecuacion de la recta 
mx — y + b = 0, y el punto (cco, J/o) = (0,0) se tiene que: 
d _ \mx 0 -y 0 + b\ = | 6 | 

\Jm 2 + (—l) 2 \/m 2 + 1 


EH a) Distancia(P^) = ,aPl + bp2 + CP3 + d| donde 

Va 2 + 6 2 + c 2 

P = (pi,P 2 ,P 3 ) es un punto de la recta t que es paralela al 
piano V : ax + by + cz + d = 0. 

b)El vector direccion de la recta dada, (—3,1, 2), es perpen¬ 
dicular al vector normal del piano dado, (—1, 5, —4), luego la 
recta es paralela al piano y la distancia entre la recta y el 
piano es 25/%/42 unidades lineales. 


rrn Sean X = P + tv y X = Q + tw las ecuaciones vectoriales de 
las dos rectas l\ y £ 2 en M n , n > 2. Considere los pianos Pi 
con ecuacion vectorial X = P + tv + sw y P 2 con ecuacion 
X = Q + tv + sw. Observe que Pi y V 2 son pianos paralelos 
porque sus direcciones las determinan los mismos vectores v 
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y w. Ademas, claramente todo punto X = P + tv de la recta 
i\ esta contenido en V\ , basta elegir s = 0, luego i\ C V\. 
Similarmente se observa que 1 2 C? 2 - 

a) Pi : —8x + 3y + 7 2 = —3, P 2 : —8a; + 3y + 7z = 24 

b) 27/\/l22 c) (*,!/,*) = t(-8,3, 7). 


fl9l a) (3,5,7), b) 0, c) i(P,v). 

m d(t) = \\Q - A(t)|| 2 = ||0 - P - tz7|| 2 = (Q-P-tv)-(Q- 
P — tv) = (Q-P)-(Q-P) — (2 (Q — P)-v)t + (v-v)t 2 lo cual es 
un polinomio de grado 2 en la variable t o parabola. Como su 
coeficiente del termino cuadratico, v ■ v, es positivo, se trata 
de una parabola que abre hacia arriba y su vertice determina 
un linico punto (t 0 ,d(t 0 )) donde d(i 0 ) < d(t) para todo t £ 
M. Entonces d(t) es minima cuando t es la coordenada to 

del vertice que es dada por: to = ^ ^ —— = 

(Q-P)- v 

V ■ V 

Por otra parte Q — X(t 0 ) = (Q — P) — tov y (Q — X(to)) ■ v = 
((Q — P) — t 0 v)v = (Q — P) • v — t 0 v ■ v = 0 sustituyendo por 
el valor t 0 dado antes. 

a)(l, 1, —1), b)x + y- z = 4, c)4/\/3. 


m (x,y,z) = ( 2 , 1 , — 3 ) + 1 ( 4 , — 3 , 1 ). 


B.7 Ejercicios 7.6 (Pag. 240 ) 


Ql a) S = {(1 ,x,y)/x,y G 1R} no es subespacio de M 3 porque 

(0,0,0) #s. 

c) S = {A G M(n,lR)\A es simetrica} es un subespacio de 
M (n. IR) porque siAeS 1 , B £ S y a £ 1R entonces A 1 = A y 
B t = B, luego ( A+aBY = A t +aB t = A+aB y A+aB £ S. 

e) No es subespacio, porque no contiene el cero de JR”. 

g) Es subespacio, porque si x,y £ S y a £ IR entonces x-a = 0 
y y ■ a = 0, de manera que ( x + ay) ■ a = x ■ a + ay ■ a = 0, 
luego (x + ay) £ S. 

i) Si A y B son matrices diagonales A + aB es una matriz 
diagonal para todo a £ JR, entonces S es un subespacio de 
M(n. JR). 
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m B = {(1/2,3/2,1,0)*, (-1/2, -1/2,0, l) 4 }- 

\B a) B 1 = {(1,0,1,3), (0,1,1,-1)} 

b) (1,1,1,1 )#F, [2,6,8,0] Bl = (2,6) 

c) B 2 = {(1,0,11/3), (0,1, —4/3)} o 
B 2 = {(1,2,1), (0,1, -4/3)} o 

B 2 = {(1, 2,1), (1, —1,5)} son algunas elecciones posibles. 

d) [^2 ]b 2 = (1) — 1), con B 2 la primera base en c). 

e) Si, porque el maximo numero de filas l.i. es igual al maximo 
numero de columnas l.i. (el rango) en cualquier matriz. 

0 a) Si, porque generan a M 3 y como la dimension de este 
espacio es 3 entonces son una base, b) No siempre, solo si 
vi,v 2 , V 3 son l.i. c) Si tiene solucion, porque v 2 , V 3 , V 4 generan 
R 3 y por lo tanto Vi,v 2 ,V 3 ,V 4 tambien lo generan, pero la 
solucion no es linica porque estos cuatro vectores no son l.i. 

IS 

r /1 0 o\ / 0 1 0\ / 0 0 1 \ 

B = < 0 0 0 , 1 0 0 , 0 0 0 , 

(\000/\000/\100/ 

/ 0 0 0 \ / 0 
0 1 0,0 
\ 0 0 0 / \ 0 

a\ 
b 
c 
d 
e 

v// 

1111 a + 6 = loo = 2. 

1141 Base hiperplano W: B = {(1,1,0,0), (0,1,1,0), (0,2,1,1)}, 

(ai, o 2 , a 3 , a 4 ) = (-1,1, -1, -1). 



0 0 \ /0 0 0 \ ) 
0 1,0 0 0 ] } 
1 0 / V 0 0 1 / J 


B.8 Ejercicios 8.6 (Pag. 260) 


|T} a) Unaentre otras: Bf = {(1,1, —1, l) 4 , (0,1,1,0) 4 } = {vi,v 2 }. 
b) B n = {(2, —1,1,0) 4 , (—1,0,0, l) 4 } = {w ly w 2 }. 








B.8 Ejercicios|g.6’| (Pag. |260[) 
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c) Ya se conoce que son subespacios de IR 4 . Ahora sean x £ F 
y y £ N entonces x = cki( 1,1, —1,1) + a 2 (0,1,1,0) = aqtq + 
ol 2 v 2 y y = Pi(2, -1,1,0) + /? 2 (-1,0,0,1) = /3i^i + (3 2 w 2 de 
manera que x ■ y = aifiiVi ■ w\ + ai(3 2 v\ ■ w 2 + a 2 f3\v 2 ■ w 1 + 
a 2 /3 2 v 2 ■ w 2 = ai/3i0 + ai/3 2 0 + a 2 /3i0 + a 2 (3 2 0 = 0. 

d) B 1 = {(1/2,1/2, —1/2,1/2), (0,1/A, 1/A.0)} 

#2 = {^(2, —1,1,0), {|(-V3,-V3,A, 3 A). 

e) 3= (1,7/2,3/2,1) y 6= (0, -3/2,3/2,3). 

f) B = B\ U B 2 es una base de IR 4 luego para todo x £ IR 4 
existen ai,a 2 ,a 3 ,a 4 tales que: 

f = ai(l/2,1/2, -1/2,1/2) + a 2 (0,1/A,1/^2,0) + 
a 3 (2/A, -1/V6,1/A,0) + a 4 (~v / 3/6, -A/6, A/6, A/2) 

de manera que existen 

a = ai(l/2,1/2, -1/2,1/2) + a 2 (0, 1/A,1/A,0) £ F y 6 = 
^%(2, -1,1,0) + a 4 (-A/6, -A/6, A/6, A/2) £ iV, 

tales que £ = a + b. Por otra parte, observe que a = Proy F x 
y b = Proy N x. 

El B = {^(1,1,0,0), ^(1,-1, 2, 0), |(1,1,1,1)} 

W ± =C£{( 1,-1,-1,3)}. 

m i / a . 


i i)fi = {(-1/A 0, i/A, 0), (0,i/A,0, i/A)}. 

2 ) 2 ? = {^(- 1 , 0 , 1 , 0 ), ^( 0 , 1 , 0 , 1 ), |( 1 , - 1 , 1 , 1 ), 
i(i,i,i,-1)}. 

3) Pro yv ^ = (l,-l/2,-l,-l/2). 

4) [Vvoy w xv] B = 


[Proy w ±v\ v = 


(~2/V2\ 

-1/A 

0 

V 0 / 


[Proy^uujc 


( 1 \ 

- 1/2 

-1 

\-VV 


HU (ai, a 2 , a 3 , a 4 ) = (-1,1, -1,1). 







416 


Respuestas a algunos ejercicios 


B.9 Ejercicios 9.3 (pag. 282) 


m C n = 0.7958, (So = 0.006491 y Si = 0.04211). 
m S = f, b= =p, c= =^, d= §. 

B 7 : costo total, 7 = 95.7114 + 5.68527a; — 0.0169673a; 2 . 


m A: cantidad alimento (libras/dfa), p: production (libras/di'a). 
A = kp + e, k = 0.403266 « 0.4. 


7 : caudal promedio mensual (m 3 /s), x : mes, mayo = 1 , junio 
= 2, ..., abril = 12. 7 = 1.676 + 1.013a; - 0.096a; 2 . 

HB k = 0.0739573. 

I12L Descenso = 37.8083. 


B.10 Ejercicios 10.4 (pag.319) 


CD T(x,y,z) = (~^x+ ^y-3z,-3x + 2y-2z). 

B Complete una base para IR 4 y defina T como: 
T(l, 1,1,0) = (0,0,0), T(2, -1,1,1) = (0,0,0), 

T(0,0,1,0) = (1,1,1), T( 0,0,0,1) = (0,0,1). 

HI 1 )1 I )b = I 3, [I]b = (ui,U 2 ,U 3 ) 

2) [/} B C = ^ 1 1 0 j 

E a) [T(v)}b = Q [T(v)]c = Q) 

c)[T]g=(j \ ) 

H 1) [T\b = ^ -1 0 -1 ) 2) [7]| 1 = ^ 1 

1 -2 0 \ 

0 -1 0 . 

0 3 1/ 



1 0 
1 1 
0 
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El 4) Img(T) =C£{(1,-1)}, Nuc (T) = C£{(— 2 ,1 ,0), (—3,0,1)} 


3 ) \y/2. 

ns A invertible, luego T lo es. 

/ 1 -2 4 

Mb =3 1 1 - 2 

\ —1 —1 5 

/ 0 9 

T~ 1 (x, y, z) = §03 

V 1 -3 4 

El b) D = {( 1 , 1 , 0 , 1 ), ( 1 ,- 1 , 1 , 0 ), ( 0 , 1 ,- 1 , 1 )} 

fill 
[S]n =010 
\ 0 0 1 

El &)B Img = {(1,1,0,1), (-1,0,0,-1)} B Nuc = {(1,1,1)} 

b) No es sobreyectiva ni inyectiva. 

c) B= {(1,0,1), (1,1,1), (0,0,1). 

T A (x,y) = l(x-y,x + V3y). 

1251 a) Ts : rotacion en 60° 

Tr : reflexion respecto eje y. 

b) T C = (T r o T s ), con C = § ( ^ ^ ) 




B.ll Ejercicios 11.6 (pag. 362) 


|T] a) Los valores propios son 2 y 4. 

b) Una base es {(—1,1,1), (3,0,1), (—2,1,0)}. 

Ha) Los valores propios son -2 y 2. Una base de U \=2 es 
{(-A -1,1)} y para U A= _ 2 es {{-l/y/ 2 ,1 ,0), {l/y/ 2 ,0 ,1)}. 
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i b) Si a 7 ^ 0,6 / 0,c 7 ^ 0. dimV 2 = 1. Si solo uno de los 
parametros a, 6, c es cero, diml /2 = 2 . c) a = b = c = 0 . 

[5j (a) Los valores propios de A son 1, 2 y -1. Los de B son 0 y 
3, de mult. alg. 2 y 1, respectivamente. 

(b) Para la matriz A: V\ = C£{( 3,2,1)}, V 2 = C£{1,3,1)}, 
V_i = C£{{ 1,0,1)}. Para la matriz B : 

Vo = C£{(- 1 , 1 ,0), (-1,0,1)} y V 3 = cl {(1,1,1)} . 

[ 6 j a) A = 2a + 1 y una base de V\ es {(1,1,1)}. 
b) Una base de V\- a es {( — 1,1,0), (—1,0,1)}. 

\7\ a) Los valores propios de A son -1 y 3, de mult. alg. 1. 

b) U 3 = C£{{\, 1,0,0)} y U_i = C£{(-1,1,0,0)}. La suma de 
las dimensiones de los espacios propios es menor que 4, por 
eso no existe una base de JR 4 formada por vectores propios 
de C. 


US a) p(x = — (x — l)(:r — 2 )(x + 1 ) y 

£ = {(- 1 , 1 , 2 ),( 1 ,- 1 , 1 ),( 1 , 1 , 0 )}. 


/ 


b) H = 


-1 


1 


V 75 73 


1 

72 

0 


1161 (a) T es ortogonalmente diagonalizable puesto que la matriz 
de T en la base canonica es simetrica. 

(b) La nulidad de T es 1. 

(c) A = 0 es valor propio de T puesto que Nuc (T) ^ {0}. 


H9l En cada caso los ejes principals son las rectas generadas por 
los vectores que se dan. 

1 (~ 1 N 
TTo 


( a ) V ' = vm ( 1 ) ^ 


( b ^ 1 = 7 S 11 


^=71 


(d) La grafica es dos rectas, 


( e ) Vl = 72 (1 


’ V 2 =7i 


(f) = 7S (2) ’ 


v 2 = 


75 


-1 

2 

-1 

1 

-2 
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(g) V! = 




nm ( a) La ecuacion canonica es: 



Es una hiperbola con centro (0, — |). 


(b) Se sabe que v\ = (cos 6, sin 6 ) yw 2 = (— sin 9, cos 6 ) son las 
direcciones de los ejes principales. Por lo tanto las ecuaciones 
vectoriales son: 


Li : (x,y) = t 

L 2 ■ (x,y) = t \y,telR 


(d) — x\ — 6 \/ 3 a:ia :2 — 4\/3xi + 4^2 = 0 . 


/ 1 a 1 

[231 (a) A = a 1 b 

\ 1 b 1 

y d = o. 


B = (-y/3, -\/3, V3) , a : 4 = (aq x 2 a: 3 ) 


Para que P sea un punto de la superficie a = — 1 y b £ 1R. 


(b)B - {(^, 0 , P, V6^^V3’ v4’ V3^' E1 cam “ 

bio de variable requerido es y = P t x, donde P es la matriz 
con columnas iguales a los vectores de la base B. La ecuacion 
se reduce a: 3y| + 3^/3 = 0. 


(c) [P\b = (, ^=, 0) 4 y claramente satisface la ecuacion 
por que j /3 = 0 . 
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